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Abstrakt. Zjawiska magnetyczne, majace rozliczne zastosowania w powszechnie wykorzystywanych urzadzeniach,
sg uwarunkowane efektami kwantowymi. W artykule omawiamy gléwne modele teoretyczne majace zdawaé sprawe
z zasadniczych aspektéw roznych uktadow fizycznych wykazujacych wlasciwosci magnetyczne, na gruncie ktérych probuje
sie zrozumie¢ mechanizmy odpowiedzialne za te wlasciwosci.
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Abstract. Magnetic phenomena which have numerous application in commonly used devices are conditioned by quantum
effects. In this article we present the main theoretical models which are believed to capture the most important aspects
of different physical systems exhibiting magnetic properties and discuss how on their ground one tries to understand
mechanisms responsible for these properties.
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1. Prolog: Gdzie spojrzeé, wszedzie magnesy...”

Czy tytul Prologu to nie przesada? Ano, rozejrzyjmy si,
zagladajac tez do wnetrza réznych urzadzen...

Poczatek dnia. Budzimy si¢ i — niezaleznie od hu-
moru — przystepujemy do porannych rytuatéw. Wia-
czamy radio albo stuchamy wiadomosci za posrednic-
twem smartfona lub laptopa. Stuchamy z czego? Z glo-
$nikéw! A w nich - magnesy...

W smartfonach i laptopach mamy kolekeje zdje¢, fil-
moéw czy pliki muzyczne. Gdzie je zapisujemy? Na dys-
kach wewnetrznych lub zewnetrznych. Obecnie s3 to
gléwnie dyski SSD, w ktérych magneséw nie ma, ale
spora cze$¢ urzadzen (zwlaszcza zewnetrznych) to dyski
twarde; tu pamie¢ wykorzystuje magnesy. Cofajac si¢ do
poprzednich epok komputerowych: pamieé zewnetrzna
wigkszosci urzadzen wykorzystywala magnesy (z epizo-
dem ptyt CDiDVD), a przed dyskami twardymi byly dys-
kietki, tasmy magnetyczne... Obecnie zapis magnetyczny
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2. Aluzja do: ,,Gdzie pozrzeé, wszegdy rabia: a to buk do huty, a to
sosng¢ na smofe, a to dab na szkuty..” (czyje to?).

stanowi mniejszos¢, ale kto wie, czy to si¢ w przysztosci
nie zmieni za sprawg magnesow molekularnych.

Wychodzimy z domu udajac sie do pracy lub szkoty,
niektdrzy piechotg lub rowerem, ale wiekszo$¢ jedzie
samochodem, autobusem, tramwajem czy hulajnoga
elektryczng. W kazdym z tych srodkéw transportu
znajdziemy silnik elektryczny (najczesciej niejeden).
I w wielu z nich znowu - magnesy... (w niektérych elek-
tromagnesy). A za 10-15 lat, gdy wybierzemy si¢ w dalsza
podroz pociagiem, bardzo mozliwe, Ze bedzie to maglew
(od ang. magnetic levitation), czyli pojazd unoszacy sie
na poduszce magnetycznej.

A skad sie bierze prad do zasilania wszystkich urza-
dzen, ktérymi postugujemy si¢ na kazdym kroku? Z elek-
trowni: cieplnych (gléwne jeszcze u nas zréddlo), ale
tez z ogniw fotowoltaicznych i elektrowni wiatrowych.
A w wiatrakach mamy pradnice z magnesami; typowa
turbina o mocy megawata zawiera kilkaset kilogramoéw
materialéw magnetycznych.

Jak wiec wida¢ z powyzszej wyliczanki, magnesy
rzeczywiscie sg wszedzie. Celem tego artykulu bedzie
wiec przyblizenie czytelnikom zjawiska ferromagnety-
zmu, ktore jest wykorzystywane w powszechnie znanych
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urzadzeniach, a przede wszystkim omoéwienie prob wy-
ja$nienia mechanizmu powstawania uporzadkowania
ferromagnetycznego w ramach réznych modeli teoretycz-
nych. Ferromagnetyzm, a szerzej w ogole magnetyzm
réznych substancji, ma swoje korzenie w mikroskopo-
wej budowie materii i efektach kwantowych. W istocie,
Bohr i Van Leeuven orzekli w swoim twierdzeniu, ze me-
chanika statystyczna oparta na teoriach klasycznych nie
przewiduje spontanicznego namagnesowania [1, 48]. Co
wiecej, dla magnetyzmu kluczowe jest to, ze elektrony,
a takze cale atomy pierwiastkow traktowane jak czastki
zlozone o dobrze okreslonym spinie, podlegaja funda-
mentalnej zasadzie zwanej zwiazkiem spinu ze statystyka,
ktéra w przypadku czastek o spinie potéwkowym (jak
elektron) jest szerzej znana pod nazwg zakazu Pauliego.

Jednym z modeli najczeéciej przywolywanych po-
pularnych (i nie tylko) objasnien powstawania ferroma-
gnetyzmu jest model Isinga. Tymczasem on, jakkolwiek
nadal bardzo wazny dla niektérych klas magnetykow
oraz jako laboratorium teoretyczne, nie moze by¢ uwa-
zany za fundamentalne wyjasnienie, gdyz nie stosuje si¢
w ogole ani do ferromagnetyzmu metali ani do ferroma-
gnetyzmu wedrownego, ktéry powinny (gdyz doswiad-
czalne tego potwierdzenie jest, jesli juz, wciaz stabe) wy-
kazywac¢ zimne gazy odpychajacych si¢ atoméw, bedace
obecnie przedmiotem wielu badan Dlatego po przypo-
mnieniu historycznie pierwszej ogdlnej metody analizy
zjawiska powstawania uporzadkowania, zwanej metoda
pola molekularnego, i krotkim przedstawieniu modelu
Isinga, oméwimy modele bardziej skomplikowane: kwan-
towy i klasyczny model Heisenberga, model czastek od-
dzialujacych, mogacych przemieszczaé sie w catej do-
stepnej przestrzeni (ma on zastosowanie przede wszyst-
kim do zimnych gazéw atomowych) oraz model Hub-
barda odpowiedni dla magnetyzmu ciat statych. Sku-
pimy sie na intuicjach fizycznych lezacych u podstaw
kazdego z nich i $cistych wynikach dotyczacych przewi-
dywania przez te modele wystepowania uporzagdkowania
magnetycznego.

2. Krétko o dlugim okresie, czyli: Z ferromagnetyzmem
przez wieki, od starozytnosci do konca wieku XIX

Zjawisko magnetyzmu znano juz w starozytnosci. Sta-
rozytni Grecy obserwowali zjawisko przyciagania Ze-
laza przez mineral zwany magnetytem (czyli rude zelaza
Fe;04) wydobywang w prowincji Magnesia [1]. Zjawi-
sko to znali réwniez Chinczycy, ktérzy ponadto zauwa-
zyli sktonno$¢ do ustawiania si¢ odpowiednio uksztatto-
wanych kawalkéw magnetytu wzdluz kierunku pétnoc-
potudnie i wykorzystali ten fakt do budowy kompasu [2].
Grecy tez wiedzieli, ze konce magneséw moga si¢ przy-
cigga¢ badz odpychaé. W XIII w. systematyczne badania

magnetyzmu prowadzit Petrus Peregrinus, ktorego obser-
wagcje i eksperymenty mozna uznac za poczatek metody
naukowej; wyprzedzil on znacznie swojg epoke. Jemu
to zawdzieczamy nazwe bieguny magnetyczne — w ana-
logii do biegunéw Ziemi; zaobserwowat tez niemoznosé
rozdzielenia biegunéw przez przepolowienie magnesu.
W XVI w. wiele obserwacji poczynit William Gilbert.
Zauwazyl m.in., ze sktadowane prety zelazne z czasem
si¢ magnesuja, oraz ze energicznie uderzony namagne-
sowany pret zelazny przestaje by¢ magnesem. Na tej
podstawie wysnul hipoteze, ze zelazo miesci w sobie
mikroskopijne magnesiki, ktore podczas magnesowania
ustawiajg sie rownolegle, a wstrzas burzy ten porzadek.
Sformutowal réwniez wniosek, ze cata Ziemia jest jed-
nym wielkim magnesem, ktorego bieguny pokrywaja
sie z geograficznymi®. Te i inne obserwacje oraz wy-
niki eksperymentéw spisal w monumentalnym, cztero-
tomowym dziele De magnete, uzywanym jeszcze w XIX
w. Nie mozna tu nie wspomnie¢ o (niezwigzanym bez-
posrednio z tematem artykutu, ale fundamentalnym)
zwigzku elektryczno$ci z magnetyzmem. Za sprawg i do-
konan Hansa Ch. Oersteda, Heinricha Lenza, Micha-
ela Faradaya, Jamesa C. Maxwella powstal termin elek-
tromagnetyzm, za ktérym kryje sie wazny fakt, ze zja-
wiska elektryczne i magnetyczne sg nierozerwalnie ze
sobg zwigzane, gdy wystepujg zmieniajace si¢ w czasie
pola. Tu jednak bedziemy sie zajmowac tylko sytuacjami
statycznymi.

W tym mniej wiecej czasie, po wielkiej syntezie Max-
wella, przeprowadzono bardziej systematyczne pomiary,
dotyczace ferromagnetyzmu. Pierwszoplanowa postacia
byt tu Pierre Curie*. Wiedziano juz wtedy, ze namagneso-
wanie substancji magnetycznych mozna zniszczy¢ przez
dostatecznie silne ich podgrzanie. Namagnesowanie np.
zelaza moze istnie¢ tylko do temperatury ok. 770°C; poni-
zej niej zelazo wykazuje wlasciwosci ferromagnetyczne
(tj. namagnesowanie kawatka zelaza utrzymuje si¢ po
wylaczeniu pola magnetycznego — wystepuje jego spon-
taniczne namagnesowanie), a powyzej zachowuje sie jak
paramagnetyk (rys. 0).

W pewnej temperaturze T, nazwanej pozniej tempe-
raturg Curie lub temperaturg krytyczng, zachodzi wiec
przemiana fazowa pomiedzy fazami: paramagnetyczna
i ferromagnetyczna. Rozszerzajac i systematyzujgc znane

3. Legendy o goérach magnetycznych, ktore wyciagaja zelazne ele-
menty z okretéw, prowadzac do ich zatopienia (taka katastrofe
wdzigcznie opisal B. Lesmian w Przygodach Sindbada zeglarza; Sind-
bad przezyt zatopienie okretu, bo na czas wskoczyt do zelaznego
kociotka, w ktérym pofrunal na Gére Magnetyczng. W jaki sposob
sie potem ewakuowal z Gory... kto wie, ten wie, a kto nie wie, niech
siegnie do lektury), zapewne maja zwigzek z ta wizja.

4. Z prac dotyczacych ferromagnetyzmu byl znany jeszcze przed
odkryciem wraz z Marig Curie-Sktodowska polonu i radu.
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Rys. 0. Namagnesowanie jako funkcja przytozonego pola magnetycznego
dla réznych temperatur; krzywa zielona: T > T, — zachowanie parama-
gnetyczne; krzywa niebieska: T < T, - zachowanie ferromagnetyczne,
czyli wystepowanie namagnesowania spontanicznego, tzn. niezerowego
w zerowym polu; krzywa pomaranczowa: T = T, - brak spontanicznego
namagnesowania, ale podatno$¢ (tj. nachylenie krzywej w zerowym polu)
jest nieskonczona

juz wcze$niej wyniki, Pierre Curie przeprowadzit po-
miary namagnesowania wielu substancji jako funkecji
temperatury i przytozonego zewnetrznego pola magne-
tycznego, wyznaczajac ich temperatury [3].

3. Pierwsze wyjasnienia teoretyczne: Curie, Weiss

Pierwsza probe wyjasnienia powstawania uporzadko-
wania magnetycznego podjat Pierre Weiss w roku 1907
[4], rozwijajac intuicje Curie, ktéry dostrzegal pewna
analogie przemiany fazowej w materiatach magnetycz-
nych do przemiany fazowej ciecz—para jakosciowo do-
brze ujmowanej réwnaniem stanu van der Waalsa. Weiss
przyjal, ze substancja magnetyczna jest tworzona przez
oddziatujace wzjemnie czgsteczki magnetyczne i ze suma-
ryczne pole magnetyczne wytwarzane przez pozostale
czasteczki, jakie dziala na takg pojedyncza czasteczke,
mozna zastgpi¢ efektywnym polem molekularnym B,
(do ktorego nalezy jeszcze dodaé zewnetrzne pole ma-
gnetyczne B). Teorie te Weiss nazwal teorig pola moleku-
larnego. Réwnanie, ktére wyznacza pole B,,, zwane jest
dzi$ rbwnaniem teorii pola sredniego.

Postaé tego réwnania najlatwiej otrzymac rozpatru-
jac pojedynczy spin, mogacy przyjmowac dwie wartosci:
plus i minus, umieszczony w polu magnetycznym.” Jego
energia swobodna f i namagnesowanie m przypadajace
na jeden spin ukltadu wielu takich spinéw w temperatu-

5. To, ze spiny i momenty magnetyczne czgstek s3 skwantowane usta-
lono dopiero ok. 20 lat pozniej. Cho¢ Weiss rozpatrywat klasyczny
dipol oddziatujacy z polem to, jak si¢ okazuje, szczegétowa natura
momentéw magnetycznych nie ma tu znaczenia: wzory klasyczny
i kwantowy, maja podobna postaé. Tu wiec, dla prostoty, uzyjemy wzo-
réw kwantowych znanych z elementarnego kursu fizyki statystyczne;.

rze T sg dane wzorami

f= —kBTln[Z COSh(IZ_I;)] , o)

w ktorych ¢ jest momentem magnetycznym zwigzanym
ze spinem, a kg stalg Boltzmanna. Zalozenie Weissa, ze
B,, o< m prowadzi do réwnania na B,,

By, = Bo tgh[—”(Bk:fm) ] , 3)

w ktorym B jest pewng stala proporcjonalnosci. Po wy-
znaczeniu stad B, jako funkcji temperatury i pola ma-
gnetycznego, mozemy z (1) i (2) fatwo otrzymac wszyst-
kie charakterystyki termodynamiczne magnetyka, tzn.
jego energie wewnetrzng, cieplo wlasciwe, podatnos¢ i,
oczywiscie, namagnesowanie jako funkcje T i B.

Rys. 1. Ilustracja graficzna réwnania teorii pola $redniego (3) dla T > T¢
iT < Te; gdy T > Te; jedynym rozwigzaniem, tzn. przecieciem krzywej
i prostej jest rozwigzanie zerowe By, = 0; gdy T < T mamy trzy roz-
wigzania, z czego fizyczne sa niezerowe — odpowiada to niezerowemu
spontanicznemu namagnesowaniu [1]

Zobaczmy, jak z réwnania (3) wynika pojawianie si¢
spontanicznego namagnesowania. Przyjmijmy w tym
wzorze B = 0. Jako$ciowe cechy rozwigzania najtatwiej
zobaczy¢ narys. 1, na ktérym rozwigzaniami bedg punkty
przeciecia prostej reprezentujacej lewa strone réwnania
(3) z wykresem funkgji stojacej po jego prawej stronie.
Lewa strona (3) ma zawsze takg sama posta¢, a prawa
zalezy od temperatury. Jak wida¢, zawsze istnieje rozwig-
zanie B,, = 0. Dla wysokich temperatur tangens kata
nachylenia wykresu z prawej strony zawsze jest mniejszy
niz 11 to rozwigzanie jest jedyne. Gdy jednak tempera-
tura staje sie nizsza niz

T, = b2 @)

kg
pojawiajg sie dwa niezerowe rozwigzania, odpowiadajace
stanom o przeciwnym namagnesowaniu. Otrzymujemy
w ten sposob temperature krytyczng (Curie) T, wyra-
zong za pomocy parametréw modelu. Trzeba jeszcze
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sposérdd tych trzech wybraé rozwigzania fizyczne, tzn.
minimalizujace energie swobodng. Okazuje sie, ze gdy
T < T, wlasciwymi rozwigzaniami s3 te o niezerowym
polu molekularnym B,,.

Model zaproponowany przez Weissa byl duzym osia-
gnieciem. Okazalo sie, ze proste zalozenia dotyczace
mikroskopowej struktury magnetyka (cho¢ nieprecy-
zyjne - ale tez trudno byto w tych czasach powiedzie¢
cokolwiek o czgsteczkach magnetycznych oprocz intu-
icyjnego stwierdzenia, ze maja wlasciwosci dipoli ma-
gnetycznych) w naturalny sposob wyjasniajg zachodze-
nie przemiany fazowej i wystepowanie uporzadkowa-
nia ferromagnetycznego przy temperaturach nizszych
od krytycznej. Metod wzorowanych na podejsciu We-
issa, zwanych w takim kontekscie przyblizeniem pola
$redniego, uzywa sie jeszcze dzi§ do wstepnej analizy
roznych modeli, ktére, jak sie przypuszcza, przewiduja
wystapienie uporzadkowania ferromagnetycznego lub
innego rodzaju (zob. dalej).

Podsumowujac, najwazniejszym przewidywaniem
przyblizenia pola $redniego zastosowanego do magne-
tyka jest istnienie niezerowego namagnesowania (upo-
rzadkowania ferromagnetycznego) ponizej pewnej tem-
peratury krytycznej T, i jego znikanie powyzej. Przewi-
duje ono takze konkretny charakter nieanalityczno$ci
funkcji termodynamicznych ukladu w T, (jest to istotna
charakterystyka przemian fazowych jako takich): np. ze
w T, pojemnos¢ cieplna ukfadu ma skoniczony skok,
ze gdy T — T, namagnesowanie zanika jak m(T) ~
(T. - T)P z B = 1/2,a w poblizu T, podatnos¢ magne-
tyczna dazy do nieskoniczonosci jak x(T) ~ |T — T.|™”
z y = 1. (Ta ostatnia zalezno$¢ nazywana jest prawem
Curie.)

Przez do$¢ dlugi czas, gdy eksperymenty byty niezbyt
doktadne, wydawalo sie, ze powyzsze przewidywania
dobrze zgadzaja si¢ z wynikami pomiaréw wlasciwosci
magnetykow. Jednak w rzeczywstosci zalezno$ci pojem-
nosci cieplnej, namagnesowania, podatnosci i innych
wielko$ci od temperatury (i wartosci przylozonego pola
magnetycznego) wykazujg istotne odstepstwa od prze-
widywanych przez metodg pola sredniego. Zachowanie
wielkosci termodynamicznych w poblizu punktu krytycz-
nego ma wprawdzie charakter potegowy, ale z innymi
krytycznymi wyktadnikami 3, y. Bardziej zaawansowana
analiza zachowania ukladéw w poblizu ich punktéw kry-
tycznych prowadzi do podzialu przemian fazowych na
klasy uniwersalnosci. Stosuje sie w tym celu rézne metody;,
m.in. wspolczesng kwantows teorie pola (np. [5]). Jest
to niezwykle ciekawy rozdziat fizyki statystycznej; zosta-
wimy go jednak (z zalem) na boku, gdyz tu zajmujemy
sie tylko samym problemem wystepowania w uktadach
(lub nie) uporzadkowania magnetycznego.

4. Model Isinga: Lenz, Ising, Peierls, Griffiths, Onsager

Z czasem zaproponowano bardziej uzasadnione modele
mikroskopowe materialéw magnetycznych. Ich inspi-
racja byto odkrycie (dowiodt tego stynny eksperyment
Sterna i Gerlacha), ze niektére atomy majg niezerowy
i, co wiecej, skwantowany moment magnetyczny; nieco
pdzniej na podstawie analizy widm atomoéw ustalono, ze
elekrony tez muszg mie¢ skwantowany spin i moment
magnetyczny, ktory Uhlenbeck i Goudsmit wigzali z wi-
rowaniem elektronu wokot wlasnej osi (jak dzi$ wiemy,
niezupelnie poprawnie - elektron ma wewnetrzny mo-
ment pedu, ale nie mozna méwi¢ o jego wirowaniu w sen-
sie klasycznym). Zaproponowano wiec model magne-
tyka, w ktérym atomy o spinach mogacych przyjmo-
wad wartodci s = +1/2 tworzg sie¢ (krystaliczng). Przy-
jeto, ze gdy dwa spiny sg ustawione réwnolegle, to ich
energia jest ujemna, a gdy antyréwnolegle — dodatnia:
E(11) = E()) = -], E(1}) = E(I1) =], gdzie ] > 0.
Aby w pelni zdefiniowa¢ model, nalezy jeszcze wybra¢
geometrie oraz wymiar przestrzenny d sieciiokresli¢, jak
sifa oddziatywania J zalezy od wzajemnej odleglosci spi-
néw tworzacych pary. Powinna ona do$¢ szybko male¢
z odlegtoscia, wiec na ogdt przyjmuje sie, iz Hamiltonian
modelu, tj. funkcja definiujaca catkowitg energie danej
konfiguracji spinéw {s; }, ma (gdy nie ma zewnetrznego
pola magnetycznego) postaé

H=-]) sisj, (5)
(ij)

gdzie ;) oznacza sumowanie po wszystkich parach
tylko sasiadujacych ze sobg spindéw (mozna tez, oczy-
wiscie, rozpatrywa¢ bardziej skomplikowane zalezno-
$ci energii oddzialywania od odleglosci). Uklad taki be-
dziemy nazywa¢ ukladem spinéw Isinga, a model - mo-
delem Isinga. Ta nazwa jest nieco mylgca: hamiltonian
(5) zostat zaproponowany przez Wilhelma Lenza.® Ernst
Ising byl jego doktorantem, a zbadanie wariantu mo-
delu na sieci jednowymiarowej byto tematem jego pracy
doktorskiej. Ising znalazl jego $ciste rozwigzanie (tzn.
podat §cista postac jego energii swobodnej jako funk-
c¢ji J, Bi N) i okazalo sig, ze namagnesowanie jednowy-
miarowego uktadu spinéw w dowolnej niezerowej tempe-
raturze (gdy nie ma zewnetrznego pola magnetycznego)
jest rowne zeru — w ukladzie nie zachodzi przemiania
fazowa. W tej sytuacji, braku innych $cistych rozwigzan,
postawione zostalo nawet pytanie, czy mechanika staty-
styczna jest w stanie dawac przewidywawania dotyczace
przemian fazowych. Zadano je uczestnikom Kongresu

6. Niektorzy, by lepiej odda¢ sprawiedliwos¢ historyczna, nazywaja
ten model modelem Lenza-Isinga; przy okazji: nie chodzi o wspomnia-
nego tu juz autora reguty Lenza, znanej zasady indukeji magnetycznej,
ktdéry nazywal si¢ Heinrich Friedrich Emil Lenz i zyl niemal wiek
wczedniej.
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Solvaya w 1930 roku.” Wprawdzie wiekszo$¢ odpowie-
dzi byla twierdzaca, jednak przewaga gloséw za tak byta
niewielka. Sytuacja zmienita si¢ w roku 1936, kiedy uka-
zala si¢ praca Rudolfa Peierlsa, w ktérej udowodnit on
zachodzenie przemiany fazowej w uktadzie spinéw Isinga
na dwuwymiarowej sieci kwadratowej.

4.1. Dlaczego przemiana fazowa nie zachodzi
w jednowymiarowym ukladzie spinow Isinga?

Jest interesujace, Ze mozna prosto wskazac przyczyne
negatywnego wyniku Isinga. Niech jednowymiarowy
(d = 1) fanicuch sktada si¢ z N + 1 spindw i przyjmijmy,
ze jego dwa krancowe spiny sg ustalone i skierowane
zawsze do gory. Najnizsza mozliwg energi¢ Epi, = —NJ
ma wtedy konfiguracja, zwana stanem podstawowym
ukladu, w ktorej wszystkie pozostale spiny sg skierowane
tak samo jak skrajne. Namagnesowanie ukfadu w ta-
kim stanie jest rowne N + 1 (razy moment magnetyczny
pojedynczego spinu). Wzbudzeniami ukladu o energii
najblizszej energii stanu podstawowego, réwnej Epyiy =
—N]J + 2] sa stany, w ktdrych dwie pary spindw sg skie-
rowane przeciwnie. Istnieje wiele takich stanéw i ich na-
magnesowanie, jak tatwo zrozumie¢ (rys. 2), moze mie¢
kazda (catkowita) warto$¢ z przedziatu [-N + 3, +N - 3].

-
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Rys. 2. Jednowymiarowy model Isinga; gérny wiersz: stan podstawowy
(jeden z dwu mozliwych) — wszystkie spiny sg skierowane w gore; wier-
sze srodkowy i dolny: stany wzbudzone o tej samej energii, ale o réznym
namagnesowaniu

Tak wiec namagnesowanie stanéw wzbudzonych,
nawet najblizych energetycznie podstawowemu, moze
by¢ w zasadzie dowolne (mamy zawsze na mysli gra-
nice N > 1) i co wigcej takich stanéw wzbudzonych
jest bardzo duzo. Pozwala to zrozumie¢ heurystycznie
(mozna to rozumowanie uscisli¢), ze gdy wszystkie takie
stany wzbudzone zostang uwzglednione, namagnesowa-
nie ukfadu jest réwne zeru. Bardziej obrazowo mozna
powiedzie¢, ze wzbudzenia termiczne niszczg uporzgdko-
wanie.

7. Byla to zapoczatkowana w 1911 seria §wiatowych konferencji doty-
czacych fizyki, odbywajacych sie co trzy lata; najwigksze znaczenie
mialy one w pierwszej potowie XX w.

4.2. W niskich temperaturach dwuwymiarowy uktad
spinoéw Isinga jest uporzadkowany

W przypadku uktadu spinéw Isinga tworzacych dwu-
wymiarowa (d = 2) sie¢ kwadratows, sytuacja jest juz
inna: jesli jakas konfiguracja spindw ma energie bliska
energii stanu podstawowego, to jej namagnesowanie nie
moze juz by¢ dowolne. Rozumowanie, ktérego szkic tu
przytoczymy, prowadzace do wniosku, Ze przy niskich
ale niezerowych temperaturach taki uktad powinien by¢
uporzadkowany ferromagnetycznie, stanowi istote argu-
mentu Peierlsa.

Narysujmy sie¢ kwadratowa tworzong przez N* (N >
4) spinéw Isinga. Niech wszystkie spiny na brzegu sieci
beda skierowane w gore. Spiny tak skierowane oznaczmy
plusami, a pozostate minusami. Energia kazdej konfigu-
racji, ktdrg na takim rysunku reprezentuje pewien ukltad
pluséw i minusow, jest rdwna —J razy liczba par tworzo-
nych przez sgsiadujace ze sobg spiny skierowane w te
samg strone (+, + lub —, —) minus liczba takich par two-
rzonych przez spiny skierowane przeciwnie (+, —). Dang
konfiguracje mozna przedstawic rysujac poprzeczne kre-
ski pomiedzy wszystkimi parami sasiadujacych spinéw
skierowanych przeciwnie (gdyby takie kreski naryso-
wac pomiedzy wszystkimi parami sgsiadujacych spinéw
utworzylyby one sie¢ dualng). Powstaja w ten sposéb
zamkniete wieloboki otaczajace grupy spinow skierowa-
nych w te sama strone i, jak fatwo si¢ zorientowac, z kaz-
dego wezla sieci dualnej wychodzg 0, 2 lub 4 boki jakie-
go$ wieloboku (rys. 3). Dla naszych rozwazan wazne jest
to, ze roznica energii danej konfiguracji spinéw i energii
stanu podstawowego (energia wzbudzenia) jest zawsze
réwna 2]JL, gdzie L jest suma dlugosci (w jednostkach
stalej sieci) bokow wszystkich wielobokéw w graficznym
przedstawieniu tej konfiguracji.

Mozna pokaza¢ §ciéle, Ze na dwuwymiarowej sieci
kwadratowej zamkniety kontur o dlugosci 4L moze ota-
czaé nie wiecej niz L* (skierowanych zgodnie) spinéw.
Oznacza to, ze odchylenie namagnesowania danej kon-
figuracji od maksymalnego, jakie ma stan podstawowy,
jest zawsze ograniczone przez jej energie wzbudzenia
i z tego wtasnie powodu wystepowanie wzbudzen (ter-
micznych fluktuacji) nie moze w przypadku takiej sieci,
przy nie za wysokich temperaturach, zniszczy¢ uporzad-
kowania.

Podany tu argument ma, oczywiscie, tylko charakter
jako$ciowy. Uscislenie go wymagaloby doktadnej znajo-
mosci liczby wzbudzen o danej energii i ich namagne-
sowania. Jest to bardzo trudno osiagna¢; ale do dowodu
istnienia uporzadkowania wystarczy sciste oszacowanie.
Jako pierwszy podal je Peierls w1936 [7] (ktérego dowdd
miat luke usunietg w 1964 przez Roberta B. Griffithsa
[8]). Prowadzi ono do konkluzji, ze uktad spinow Isinga
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Rys. 3. Konfiguracja spinéw w modelu Isinga o ustalonych warunkach
brzegowych (wszystkie spiny brzegowe sa '+') i odpowiadajace jej wielo-
boki

na dwuwymiarowej sieci kwadratowej jest, jesli ] > 0, na
pewno uporzgdkowany ferromagnetycznie, gdy tempera-
tura spetnia warunek

~1,82— (6)

(nieréwno$¢ ta stanowi catkiem niezle oszacowanie rze-
czywistej warto$ci temperatury krytycznej — zob. dalej).
Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla
innych dwuwymiarowych sieci, np. tréjkatnej lub szescio-
katnej, oraz dla sieci tréjwymiarowych, np. kubicznej.
(W tym ostatnim przypadku zamiast wielobokdw trzeba
rozpatrywac wielosciany.) Tak wigc w takich ukladach
spinéw Isinga rdwniez musi zachodzi¢ przemiana fazowa
i w niskich temperaturach sg one uporzadkowane.
Piszac o ukladzie spinéw Isinga na sieci dwuwymia-
rowej nie sposob nie powiedzie¢, ze w 1944 Lars Onsager
znalazl jego $ciste rozwigzanie, tzn. podat $cisla postac
jego energii swobodnej jako funkcji J i N przy zerowym
polu B [9]. Potwierdzito ono wnioski wynikajace z argu-
mentu Peierlsa: w takim ukfadzie w temperaturze

2 ~ 2269 @)

" kpln(1+/2) ks

zachodzi przemiana fazowa i ponizej tej temperatury
uktad jest rzeczywiscie uporzadkowany ferromagne-

c

tycznie.

Rozwigzanie Onsagera jest jednym z kamieni mi-
lowych w rozwoju metod fizyki statystycznej. Przede
wszystkim pokazato ono po raz pierwszy, ze ilo$ciowe
charakterystyki przemiany fazowej moga réznic si¢ od
otrzymanych za pomocg metody pola $redniego. Dalo to
impuls do opracowania metod przydatnych przy ana-
lizie réznych przemian fazowych (m.in. metod grupy
renormalizacji), dzigki ktérym o przemianach fazowych
zachodzacych w ukltadach spinéw Isinga na dowolnych
sieciach (i w wielu innych uktadach) wiadomo dzi$ duzo.

Natomiast $cistego rozwigzania modelu tréjwymiaro-
wego nie udato sie nikomu (do chwili obecnej) znalez¢.?
Do dzisiaj jest to problem otwarty.

Warto tez wspomnie¢, Ze omawiane tu wcze$niej
przyblizenie pola $redniego zastosowane do uktadu spi-
néw Isinga okazuje si¢ matematycznie réwnowazne ukfa-
dowi spinéw, ktorych wszystkie wzajemne oddziatywa-
nia nie zalezg od dzielacej je odlegtosci. Taki model
mozna $cisle rozwigzac i otrzymane wzory na energie
swobodna i namagnesowanie okazuja si¢ identyczne
z otrzymanymi w ramach modelu Curie-Weissa, mimo
iz same te modele sg istotnie rdzne.

Cho¢ uptyneto niemal sto lat od jego sformutowania,
model Isinga ciagle jest Zywy. Jest on dobrym modelem
teoretycznym magnetykow jednoosiowych (zob. dalej),
stopow dwu- i wiecej sktadnikowych i znajduje takze
zastosowania w ekonofizyce. Ponadto, z uwagi na swoja
(wzgledna) prostote traktowany jest jak laboratorium
teoretyczne, w ktérym wyprobowuje si¢ skuteczno$¢ roz-
maitych metod przyblizonych, stosowanych nastepnie
w innych, bardziej skomplikowanych modelach.

5. Efektywne oddzialywanie spindw jako skutek zakazu
Pauliego: Heisenberg, Bloch i Néel

5.1. Model Heisenberga i jego pochodzenie

Jak byto wspomniane, juz w latach 20. XX w. wiedziano,
ze wiele atom6w ma, tak jak elektron, niezerowy spin
i zwigzany z nim moment magnetyczny. Naturalng wiec
mogta wydawac sie hipoteza, ze efektywne oddzialywa-
nie spinéw w teoretycznych modelach, takich jak uktad
spinéw Isinga (stata J w hamilonianie tego uktadu (5)),
odzwierciedla bezposrednie oddzialywanie rzeczywi-
stych momentéw magnetycznych atoméw.” Okazuje sie
jednak, ze oddzialywanie to jest o wiele za stabe — od-
powiadajgce mu state analogiczne do J majg zbyt male
wartosci, by ze wzordw (7) wynikaty temperatury Curie
zgodne z rzeczywistymi (chocby co do rzedu wielko-
$ci!). Dzigki rozwojowi mechaniki kwantowej, ktéra wg
stéw Diraca moglaby w zasadzie pozwoli¢ zrozumieé
znaczng cze$¢ fizyki i cala chemie.!® Zidentyfikowano
jednak efekty mogace by¢ zrédtem znacznie silniejszego

8. Ani tez modelu dwuwymiarowego z niezerowym polem
magnetycznym.

9. Scislej rzecz biorac, ich wzajemne oddzialywanie za posrednic-
twem wytwarzanego przez te momenty pola magnetcznego.

10. Kluczowe jest tutaj dopowiedzenie w zasadzie. Chodzi o to, ze
do zrozumienia chemii i fizyki w skali atomowej, jako podstawa teo-
retyczna wystarcza mechanika kwantowa i nie s3 potrzebne nowe
idee dotyczace fundamentalnej struktury materii; mozna powiedzie¢,
ze teoretyczne badania wlasnoséci atomoéw, czasteczek i ciat statych
sprowadzaja si¢ do rozwigzywania (lub badania wlasnosci rozwiazan)
réwnania Schrodingera. Natomiast sama znajomo$¢ podstawy nie
oznacza jeszcze zrozumienia wszystkich konsekwencji.
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efektywnego oddziatywania spinéw.'! Sa to: zakaz Pau-
liego oraz nielokalnos¢.

Aby zrozumie¢, jak nielokalnos$¢ i zakaz Pauliego
moga prowadzi¢ do pojawienia si¢ efektywnego oddziaty-
wania (w istocie niemagnetycznego!) spindw, rozpatrzmy
dwa jednakowe atomy o spinie 1/2 (majace po jednym
niesparowanym elektronie na swoich ostatnich powlo-
kach), oddzialujace miedzy sobg sitami van der Waalsa
(majacymi w przyblizeniu nierelatywistycznym pocho-
dzenie czysto elektrostatyczne). Wektor reprezentujacy
kwantowy stan ukfadu takich dwdch atoméw w prze-
strzeni Hilberta musi by¢ antysymetryczny, tj. zmieniaé
znak, gdy zamienimy je miejscami (to wlasnie jest mate-
matyczna forma zakazu Pauliego). Wektor taki jest ilo-
czynem dwoch czgéci: spinowej i przestrzennej.

Zrébmy tu dygresje o spinie w mechanice kwan-
towej.2

W mechanice kwantowej spin lub ogdlniej moment
pedu ukladu jest reprezentowany trzema operatorami
S = (8%, 87, 8%). Nie s3 one przemienne (okazuje sie, ze
zachodzg zwigzki: $*$” — §78* = ih$7 itd.), wiec uktad
moze mie¢ jednoczes$nie okreslong warto$¢ (tzn. by¢
w stanie wlasnym odpowiedniego operatora) tylko jedne;j
z trzech skfadowych spinu oraz wartos¢ (kwadratu) cal-
kowitego spinu. Co wigcej, wartosci te sa zawsze skwan-
towane: je$li kwadrat spinu jest rowny s(s + 1)h?, gdzie
s moze by¢ liczbg catkowita lub potéwkowsa (0 badz
1/2, badz 1 itd.), to wartos$¢ jednej z jego sktadowych
moze by¢ tylko réwna —sh lub —(s — 1)A, ..., lub sh.
W przypadku spinu s = 1/2 jego stan mozna reprezento-
wa¢ albo dwusktadnikowym wektorem (operatory skia-
dowych spinu sg wtedy trzema macierzami Pauliego
(6*,0”,0%)/2) albo, w notacji Diraca, kombinacjg li-
niowsa (o zespolonych w ogdlnosci wspoétczynnikach)
standéw bazowych | 1) i| |). Jesli dwa poduktady maja
spiny s; i s;, to stan calego ukladu jest kombinacjg li-
niowy iloczynéw bazowych standw jego podukladdw,
na ktére dziatajg osobne operatory S; i S, spinéw tych
poduktadéw. Uktad jako calto$¢ moze mie¢ wtedy zde-
finiowang wartoé¢ kwadratu (S; + S,)? wypadkowego
spinu, ktéry moze mie¢ okreslong jedna z wartosci po-
miedzy s; — s3] 1 51 + 52 (co jeden) oraz wartos¢ jed-
nej ze sktadowych wypadkowego spinu. Na przyktad,
gdy dwie czastki (albo dwa atomy, a ogélnie dwa podu-

11. Jest to efekt czysto kwantowomechaniczny, niemajacy odpowied-
nika w fizyce klasycznej; mechanika kwantowa przewiduje wystepo-
wanie wielu efektow, ktdre nawet dzi§ (mimo iz zostala one sformu-
fowana juz 100 lat temu) wydaja si¢ bardzo dziwne. Sztandarowym
przykladem jest splgtanie kwantowe; ferromagnetyzm jest natomiast
zjawiskiem, ktore cho¢ wydaje si¢ dobrze znane, jest wlasnie innym
przejawem takich dziwnych efektéw kwantowych.

12. ,Heisenberg, Dirac, van Vleck - z nich bierz przyklad; a teraz
o spinach zapodamy ci wyklad” - Czego to jest trawestacja?

ktady) majg spin 1/2, to warto$¢ 0 kwadratu wypadko-
wego spinu catego ukladu ma stan %(| L =1H1),
a warto$¢ 1 kwadratu wypadkowego spinu majg stany
91 (D) + [ 1)1 1)) §] 1] 1) majace wartosci
+h, 0 i —h sktadowej z wypadkowego spinu. Pierwszy
z tych czterech stanéw jest to singletowy stan spinowy
dwoch czastek (wypadkowy spin réwny zero); jesli sa
one fermionami, to cze$¢ przestrzenna wektora ich stanu
musi by¢ symetryczna, poniewaz spinowa jest antysyme-
tryczna, gdy za$ spiny dwdch fermiondw tworza tryplet
(wypadkowy spin réwny jeden), jest na odwrot.

Wré¢émy teraz do konsekwencji powyzszych zasad
dla energii oddzialywania dwoch atoméw o niesparowa-
nych spinach potéwkowych.

Inna symetria przestrzennej czesci wektora stanu
(funkgcji falowej w tradycyjnym jezyku mechaniki kwan-
towej) oznacza na 0got inng warto$¢ energii stanu zwigza-
nego (sita van der Waalsa) tych atomow. Jesli oba atomy
s3 dobrze zlokalizowane (prawdopodobienstwo znale-
zienia ktoregos$ z nich jest istotnie rézne od zera tylko
w dwdch niewielkich obszarach przestrzeni, a poza nimi
niemal réwne zeru), to réznice energii stanow tryple-
towego i singletowego mozna przypisa¢ efektywnemu
wzajemnemu oddzialywaniu samych spinéw tych dwoch
(w przyblizeniu calkowicie zlokalizowanych) atomoéw.
Efektywny hamiltonian (operator energii) takiego od-
dzialywania ma posta¢

AP = 8.8, = (8785 + 818 + 87 83). (8)

Sl,z sg tu operatorami wypadkowych momentéw pedu
poszczegolnych atomoéw; w przypadku spinéw 1/2 s3 to
trojki macierzy Pauliego. Stata J jest dana suma pewnych
calek, do ktérych wchodzg przestrzenne funkcje falowe
obu atoméw: catki kinetycznej oraz catki wymiany.

Tak wiec, jako efektywny hamiltonian oddzialywania
(potéwkowych) spindéw atomow tworzacych sie¢ (dzieki
zlokalizowaniu ich polozen), mozna przyjaé zapropono-
wany w 1928 przez Heisenberga [10] (niezaleznie zapro-
ponowali go takze Frenkel i Dirac) operator

o 1 A oA
Heff=—§ Z]ijsi'sj- 9)
ij

Sumowanie obejmuje tu wszystkie mozliwe pary spi-
néw zlokalizowanych w réznych weztach sieci (nume-
rowanych wskaznikami i oraz j), a wspotczynniki J;; s3
dane wspomnianymi calkami z iloczynéw przestrzen-
nych funkcji falowych atoméw zlokalizowanych w we-
ztach i-tym i j-tym. Jest wigc jasne, ze im bardziej od-
legte od siebie sg to wezly, tym mniejsza jest warto$¢
calek i stabsze efektywne oddzialywanie spinowe. Naj-
czedciej rozpatruje si¢ modele, w ktérych J;; jest rowne
J, gdy wezly i-ty i j-ty sg swoimi najblizszymi sasia-
dami i zero dla wszystkich pozostatych par wezlow;
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Rys. 4. Bogactwo struktur magnetycznych (wyklejka z ksigzki [1]); w tekscie odwolujemy sie
do uporzadkowan: ferromagnetycznego, antyferromagnetycznego i ferrimagnetycznego

odpowiada temu hamiltonian

Her=-J Y. Si-S;. (10)
(1.3)

Nalezy podkresli¢, ze w odréznieniu od hamiltonianu
(5) spinow Isinga, w ktérym s; przyjmowaty warto$ci
liczbowe (+1 i —1), we wzorach (9) i (10) sg one opera-
torami — analiza takiego ukfadu pod katem mozliwosci

istnienia jego uporzadkowania jest wiec trudniejsza.'?
Podsumowujac, oddzialywanie magnetyczne jest
konsekwencja nakladania sie funkgji falowych dwu ato-

mow oraz zakazu Pauliego (pamietajmy, ze przyjelismy,
iz zachowuja sie one jak fermiony).

13. Nalezy tu dodag, ze jakkolwiek analiza modeli o hamiltonianach
(5) i (9) lub (10) sprowadza si¢ od strony numerycznej w zasadzie
do uwzglednienia odpowiednio wszystkich mozliwych konfiguracji
spin6w Isinga lub znalezienia warto$ci wlasnych pewnej macierzy,
to jest ona w taki bezpo$redni sposob technicznie niewykonalna,
gdy rozpatrywana sie¢ ma nawet skromne rozmiary; w przypadku d
wymiarowej sieci N¢ spinéw w gre wchodzi 2V ‘ konfiguracji spinéw
Isinga lub macierz wymiaru 2~ “x 2N,
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Dokladniejsza analiza ilo$ciowa prowadzi jednak do
wniosku, ze oddzialywanie (10) a nawet (9) nie moze
wyjasniaé zjawiska ferromagnetyzmu (w typowych sy-
tuacjach - zob. dwa akapity dalej), gdyz stale J;; maja
na ogol zly znak (ujemny) - oddzialywanie takie uprzy-
wilejowuje uporzadkowanie antyferromagnetyczne. Jest
poza tym oczywiste, ze modelu wykorzystujacego zato-
zZenie, ze spiny sg zwigzane ze zlokalizowanymi atomami,
nie mozna stosowa¢ np. do metali, w wiekszosci ktorych

spiny odpowiedzialne za ich magnetyzm s zwiazane
z elektronami moggacymi przemieszczac si¢ niemal swo-
bodnie w calej objetosci prébki.

Jednak zaproponowany przez Heisenberga model
potraktowany powaznie doprowadzil Néela i innych
[12] do wniosku,'* ze w ukladach, w kérych momenty
magnetyczne s3 zwigzane z tworzacymi sieci krysta-

14. Za to odkrycie Néel zostal uhonorowany nagroda Nobla w 1970.
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liczne!® zlokalizowanymi atomami, powinno wystepo-
wa¢ uporzadkowane antyferromagnetycznie, tzn. takie,
przy ktorym sgsiadujgce ze sobg spiny sg na ogot prze-
ciwnie skierowane. I rzeczywiscie, ten rodzaj uporzad-
kowania zwanego takze uporzadkowaniem Néela, albo
typu ,szachownica” jest typowy dla izolatoréw. Warto
jednak podkresli¢, ze zostalo ono przewidziane teore-
tycznie, a dopiero pozniej odkryte doswiadczalnie [13].

Précz uporzadkowania Néela, w ciatach statych
mozna spotkaé rowniez inne typy uporzadkowan. Pewng
orientacje w bogactwie spotykanych struktur daje rys. 4.
W izolatorach, tj. w ukladach, w ktérych momenty ma-
gnetyczne s3 zwigzane z tworzacymi sieci zlokalizowa-
nymi atomami, np. w jednym z najdawniej znanych ma-
gnesow — wspomnianej tu juz rudzie zelaza, wystepuje
takze (choc¢ rzadziej niz antyferromagnetyczne) uporzad-
kowanie ferromagnetyczne. Odpowiedzialny za nie jest
jednak efekt nadwymiany (ang. superexchange), czyli od-
dzialywanie miedzy atomami zelaza, w ktérym posred-
niczy znajdujacy si¢ pomiedzy nimi niemagnetyczny (tj.
majacy zerowy moment magnetyczny) jon tlenkowy.'®

Zakonczmy te rozwazaniem wskazaniem zwigzku
modeli Isinga i Heisenberga. Jesli sie¢ tworzona przez
zlokalizowane atomy o niezerowym momencie magne-
tycznym jest anizotropowa, rozwazania analogiczne do
wyzej przedstawionych prowadza do wniosku, ze wta-
$ciwym w takiej sytuacji modelem efektywnego oddzia-
tywania dwéch spindéw jest, bedace uogdlnieniem (8),
oddziatywanie anizotropowe o hamiltonianie

Hg ™™ = (8185 + 1, 8181 + 181 8. ()
Hamiltonian ukladu spinéw na sieci anizotropowej jest
sumg takich hamiltonianéw oddzialywan dwuspino-
wych, a model ten nazywamy anizotropowym kwanto-
wym modelem Heisenberga. Zdarza sie jednak, gdy anizo-
tropia jest bardzo silna, Ze w powyzszym hamiltonianie
jeden ze wspolczynnikéw | ma wartos¢ duzo wieksza
niz dwa pozostale. Anizotropowy kwantowy model He-
isenberga przechodzi wtedy w model Isinga (operato-
rowa natura (11) przestaje by¢ istotna). Mimo iz model
Isinga zostal wprowadzony ad hoc, tak by uwzglednié
dyskretna nature spinu, a modele Heisenberga majg bar-
dziej ,.fizyczne” uzasadnienie, to istnieje miedzy nimi
pokrewienstwo!

15. Sie¢ taka musi by¢ dwudzielna, tak jak np. sie¢ kubiczna. W prze-
ciwnym razie frustracja moze niszczy¢ uporzadkowanie antyferroma-
gnetyczne, tak jak to sie dzieje np. w przypadku dwuwymiarowego
antyferromagnetycznego (tj. o hamiltonianie (5) z J < 0) uktadu
spin6w Isinga na sieci trojkatne;.

16. Efekt ten moze takze powodowaé uporzagdkowania inne niz
ferromagnetyczne.

5.2. Badanie uporzagdkowan w ramach modeli

Zaproponowanie modelu nie oznacza jednak wyjasnie-
nia mechanizmu powstawania namagnesowania — trzeba
jeszcze wykazac, ze dany model takie zachowanie uktadu
rzeczywiscie przewiduje. Przy analizie modeli pod tym
katem stosuje si¢ rozne podejscia, od wykorzystujacych
rozmaite przyblizenia do zupelenie $cistych w sensie ma-
tematycznym. Nas tu interesowa¢ bedg glownie te ostat-
nie. Zaznaczmy tez, Ze znaczenie fizyczne majg wartosci
stalej sprzezenia J zar6wno dodatnie, jak i ujemne (acz-
kolwiek znacznie cze$ciej spotykamy uktady o J < 0).

Podobnie jak w przypadku modeli Isinga, najlatwiej-
szy do przeanalizowania okazal si¢ model jednowymia-
rowy. Jak znalez¢ jego widmo, czyli zbior wartosci wla-
snych hamiltonianu (10) (tj. w przypadku oddziatywan
tylko miedzy najblizszymi sgsiadami), pokazal Hans Be-
the'” w 1931 [14]. Udalo mu si¢ wykaza¢ icisle,'® ze stan
podstawowy ukladu ktérego hamiltonian ma postac (10)
z ] > 0 (jest to ferromagnetyczna wersja modelu Heisen-
berga) nie jest ferromagnetyczny, tj. namagnesowanie
uktadu w stanie podstawowym, a tym samym w zero-
wej temperaturze, jest réwne zeru. Trudno wigc oczeki-
wad, by uktad byt uporzadkowany w niezerowych tem-
peraturach. Bethe pisal pod koniec swojej pracy [14],
ze metode te mozna w naturalny sposob rozszerzy¢ na
uktady o wigkszej liczbie wymiaréw. To si¢ jednak nie po-
twierdzilo, tzn. do dzisiaj nie mamy $cistych rozwigzan
ukladéw dwu- i tréjwymiarowych i do analizy ich prze-
widywan musimy stosowa¢ inne metody — najczesciej
przyblizone.

Wspomnijmy jeszcze, ze oprdcz kwantowego mo-
delu Heisenberga, ktorego hamiltonian dany jest wzorem
(9) lub (10), mozna rozpatrywacé takze model klasyczny,
w ktérym spiny sg zwyktymi wektorami o trzech sktado-
wych i jednostkowej dtugosci, energia za$ oddzialywania
dwdch spindéw na weztach 112 dana jest wzorem bardzo
podobnym do (8): Hdwaspiny — _ 1§, .S, hamiltonian
uktadu wielu takich spinéw na sieci ma postaé

1
H=-=>"J5S:S;. (12)
25
Model taki nazywamy klasycznym modelem Heisenberga.
Jest on fatwiejszy do analizy, niz model kwantowy, a w nie-
ktorych sytuacjach mozna oczekiwad, ze przewidywania

17. Hans A. Bethe to jedna z najwigkszych, cho¢ zapewne mniej zna-
nych postaci fizyki XX w. Nagrode Nobla (1967) otrzymat za cykl
Bethego wyjasniajacy, jakie sg zrodla energii gwiazd i jak z wodoru
powstaja w nich inne pierwiastki chemiczne. Migawkowo pojawia sie
w filmie ,Oppenheimer”, byt bowiem kierownikiem dziatu teoretycz-
nego w Los Alamos, gtéwnym osrodku realizacji Projektu Manhattan.
18. Uzyl w tym celu techniki zwanej obecnie ansatzem Bethego. Tech-
nika ta pozostaje do dzi$ jedna z podstawowych metod szukania
$cistych rozwigzan jednowymiarowych tancuchéw kwantowych.
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obu sg podobne (np. gdy wartos¢ S spinu kwantowego
jest duzo wieksza od 1) i dlatego najpierw zajmiemy sie¢
modelem klasycznym.

Stanem podstawowym (o najnizszej energii) uktadu
ferromagnetycznego o hamiltonianie (12) jest konfigura-
cja, w ktorej wszystkie spiny zwrdcone sag w tym samym
kierunku.!® Zastanéwmy sie teraz, jak wygladaja wzbu-
dzenia o mozliwie niskiej energii takiego ukltadu. Ich
natura jest inna, niz wzbudzen ukladu spinéw Isinga.
Tam sasiednie spiny mogly by¢ tylko réwnolegte badz an-
tyréwnolegle, a tu ich kierunek moze si¢ zmienia¢ tylko
nieznacznie przy przejsciu od jednego wezta do drugiego.
Wzbudzenia takie, gdy je widzi si¢ w duzej skali, sg po-
dobne do tagodnej fali i sa nazywane falami spinowymi.
Konfiguracja spindéw w stanie o najnizszej energii wy-
réznia jaki$ kierunek naruszajac tym samym symetrie
wzgledem obrotéw, wiec bedace niskoenergetycznymi
wzbudzeniami fale spinowe, ktorych energia moze by¢
dowolnie bliska energii stanu podstawowego sa modami
Goldstonea (w kwantowej wersji teorii odpowiadaja im
magnony, bedace analogami bozonéw Goldstone’a, kto-
rych istnienie jest w relatywistycznych kwantowych teo-
riach pola konsekwencjg ztamania symetrii ciggtych).

Powstaje pytanie, czy takie wzbudzenia nie zniszcza
uporzadkowania stanu podstawowego? Pamietamy, ze
w jednowymiarowym ukladzie spinéw Isinga tak sie
dziato, a w dwuwymiarowym juz nie. Okazuje si¢, ze
w przypadku uktadu klasycznych spinéw Heisenberga
sytuacja jest podobna, jak w ukladzie spinéw Isinga, tylko
w wymiarze o 1 wiekszym: w ukfadach jedno- i dwuwy-
miarowych istniejg konfiguracje o dowolnie niskiej energii
wzbudzenia i dowolnie duzym przeciwnym namagnesowa-
niu, a w ukfadach o d = 3 juz nie. Sugeruje to, ze w dowol-
nych dodatnich temperaturach jedno- i dwuwymiarowe
uklady klasycznych spinéw nie sg spontanicznie uporzad-
kowane, a tréjwymiarowe mogga juz by¢ (ponizej pewnej
temperatury krytycznej).

Przeksztalcenie tych intuicji w dowdd zajeto sporo
czasu. Dopiero w roku 1966 pojawita sie praca Mermina
i Wagnera [15], w ktdrej przy bardzo ogdlnych zatoze-
niach dotyczacych postaci oddziatywania pokazano, ze
w temperaturach dodatnich nie moze wystapi¢ zadne
uporzadkowanie typu magnetycznego (jak réwniez nad-
przewodzacego — zob. podobny wynik Hohenberga [15]),
jesli wymiar ukladu jest nie wyzszy niz 2. Sformutujmy
to dokladniej: W niezerowej temperaturze i zerowym ze-
wnetrznym polu magnetycznym, namagnesowanie uktadu
0 hamiltonianie postaci (9), w ktérym stale sprzezenia J3;

19. Takich standw jest nieskonczenie wiele (przy zalozeniu, ze spiny na
brzegu sieci moga przyjmowac kazda orientacje), poniewaz wspdlny
kierunek wszystkich spinéw moze by¢ dowolny.

malejq z odlegloscig r =||1-j || szybciej niz r™*, gdy d = 2,
lub r2, gdy d = 1, jest zawsze réwne zeru.

Twierdzenie Mermina-Wagnera jest dla pierwszego
z jego autordw peretka w rodzinie $cistych wynikow teo-
rii przemian fazowych. Jest bardzo ogélne, a jego dowod
jest prosty — obie prace [15] licza po niecale 4 strony
niezbyt skomplikowanych, cho¢ bardzo pomystowych
i nieoczywistych rachunkéw. Doczekalo si¢ ono wielu
uogolnien (m.in. zostalo rozciagniete na model Hub-
barda, o ktérym piszemy dalej). Wspdlna cecha jego
i catej grupy podobnych twierdzen (m.in. twierdzenia
Hohenberga) jest zatozenie, ze uklad jest niezmienniczy
wzgledem przeksztatcet cigglych tworzgcych grupe jego
symetrii, stad nie stosuje si¢ ono np. do uktadu spinéw
Isinga, ktéry (gdy nie oddzialuja one z zewnetrznym
polem magnetycznym) ma symetrie, ale dyskretng.

Istnienie uporzadkowan ukladdéw, takich jak kla-
syczne spiny Heisenberga w sieciach o d > 2 i innych
ukladow o ciaglych symetriach, jest znacznie trudniej
udowodni¢. Otrzymane dotad wyniki sg tez znacznie
mniej ogdlne - $ciste dowody udato sie poda¢é tylko
dla szczegolnych postaci oddzialywan (najwiecej wyni-
kéw dotyczy oddzialywan pomiedzy najblizszymi sasia-
dami). Miedzy innymi Jiirg Fréhlich, Barry Simon i Tho-
mas Spencer pokazali (1976), ze ferromagnetyczny (tj.
o stalej J > 0) uktad spinéw klasycznych z oddziatywa-
niami tylko pomiedzy najblizszymi sasiadami w sieciach
o d > 3, w dostatecznie niskich temperaturach jest upo-
rzagdkowany ferromagnetycznie [16]. W dowodzie tym
zostala wykorzystana wazna wlasciwo$¢ hamiltonianu
takiego uktadu zwana dodatnioscig odbiciowg (ang. re-
flection positivity, RP). Jest ona analogiem sieciowym,
wykorzystywanej wczeéniej przy $cistych analizach ukfa-
déw relatywistycznych pol formulowanych w kontinuum
przestrzennym odbiciowej dodatnio$ci Osterwaldera—
Schradera, samg za$ ide¢ dowodu mozna traktowac jak
Sciste ujecie teorii fal spinowych. Dowéd ten pozostaje
»izolowany” od ponad 40 lat w tym sensie, Ze nie powstata
od tego czasu zadna inna metoda umozliwiajaca wykazy-
wanie uporzadkowan ukladéw majacych symetrie ciagta.

A co z kwantowym ferromagnetycznym modelem
Heisenberga? Czy on tez przewiduje uporzadkowanie
w dodatnich temperaturach? Cdz, jest to jeden z naj-
bardziej irytujacych probleméw $cistej mechaniki sta-
tystycznej przemian fazowych. Do chwili obecnej nie
zdotano $ci$le matematycznie wykaza¢ istnienia w do-
datnich temperaturach uporzgdkowania ferromagnetycz-
nego ukladu kwantowych spinéw Heisenberga tworza-
cych sie¢ o wymiarach wyzszych niz d = 2. Metoda wyko-
rzystujaca RP, skuteczna w przypadku ukladéw klasycz-
nych spindw, tu akurat nie daje si¢ zaadaptowaé. Mozna
to zrobi¢ tylko w przypadku oddziatywan antyferroma-
gnetycznych, tj. gdy J < 0 — w ten sposob wykazano
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[17] istnienie w takich uktadach uporzadkowania Néela
w niskich temperaturach, ale w przypadku oddziatywan
ferromagnetycznych to nie dziala. Mimo Ze sytuacja jest
klarowna fizycznie, a liczne metody przyblizone (metody
numeryczne Monte Carlo, metody grupy renormaliza-
cyji, teoria fal spinowych) prowadzg zgodnie do wniosku,
ze w niskich temperaturach uktady takie sa uporzadko-
wane ferromagnetycznie, to matematycznie $cistego do-
wodu nadal brak. Jest to sytuacja podobna jak w filmie
Shrek: ,Wielu dzielnych rycerzy” (m.in. Dyson, Lieb, Si-
mon, Correggi, Ueltschi...) ,,probowalo, ale Zadnemu si¢
nie udalo”. Malo kto watpi, Ze w konicu ktos poradzi sobie
z dowodem, podobnie jak Shrek poradzil sobie z uwol-
nieniem krdélewny. Ale jak dotad taki si¢ nie znalazt...
(moze to bedzie kto$ z czytelnikdw?)

6. Gaz elektron6w: Lenz, Stoner, Lee, Huang, Yang
iinni

Na razie staraliSmy si¢, przynajmniej w zamierzeniu,
przedstawi¢ przyblizone i bardzo jako$ciowe (poniewaz
zjawiska zachodzace w ukltadach wielu oddziatujacych
atomow, bedacych tworami ztozonymi, sa bardzo skom-
plikowane i wystepuje w nich zawsze wiele réznych efek-
tow) wyjasnienie ferro- i antyferromagnetyzmu materia-
tow, ktére mozna uwazac za izolatory. Za ich magnetyzm
odpowiadajg zlokalizowane momenty magnetyczne ato-
moéw. Oméwilismy tez modele teoretyczne uwzglednia-
jace gléwne efekty fizyczne® istotne dla tego zjawiska.
Badanie tych modeli ma pozwoli¢ orzec, czy rzeczywiscie
efekty te prowadza do powstawania w niskich tempera-
turach uporzadkowania.

Teraz zajmiemy sie ferromagnetyzmem wedrownym,
za ktory odpowiadajg nosniki momentéw magnetycz-
nych mogace zmienia¢ swojg lokalizacje. Takie jest po-
chodzenie magnetyzmu przede wszystkim metali. W tym
przypadku nie bedziemy sie jednak starali uchwycié
wszystkich mozliwych efektow, gdyz jest ich zbyt wiele,
by je tu dalo sie¢ systematycznie oméwié. Zamiast tego
przedstawimy gtéwne modele teoretyczne odpowiednie
w dwoch wyidealizowanych sytuacjach: najpierw (w tej
czesci artykutu), gdy za ferromagnetyzm odpowiadaja
elektrony mogace przemieszczac si¢ w calej dostepnej
objetosci, a nastepnie model odpowiedni wéwczas, gdy
najwazniejszg role odgrywaja elektrony pozostajace na

20. Okazuje sie, ze Natura bywa (czasem) taskawa i nieuwzglednione
w modelu czynniki mogg rzeczywiscie by¢ na tyle nieistotne, ze pro-
sty model bardzo dobrze ujmuje sytuacje eksperymentalna! I tak,
tréjwymiarowy model Isinga calkiem doktadnie odzwierciedla za-
chowanie sporej liczby rzeczywistych ukladéw — magnetykow o silnej
anizotropii. Pamietajmy jednak, ze Natura moze by¢ faskawa, ale nie
musi!

powtokach atoméw lub jondw tworzacych sie¢, ale mo-
gace przeskakiwac z jednego atomu do drugiego. Pierw-
szy z tych modeli ma zastosowanie do pewnych metali,
a takze do badanych ostatnio zimnych atoméw, ktore, jak
si¢ oczekuje, w pewnych warunkach réwniez powinny
przejawiaé zachowanie ferromagnetyczne.

Gléwnym zalozeniem teoretycznego modelu, ktéry
teraz omowimy, jest mozliwos¢ traktowania elektronéw
w metalu jak gazu stabo wzajemnie oddziatujacych cza-
stek podlegajacych statystyce Fermiego-Diraca i moga-
cych przemieszczac si¢ w calej jego objetosci. Moze si¢
to wydawac sprzeczne z tym, Ze naladowane elektrycz-
nie elektrony dos¢ silnie odpychaja si¢ coulombowsko.
Trzeba jednak pamietaé, ze w ciele stalym oddziatuja
one zaré6wno miedzy soba, jak i z przeciwnie natado-
wanymi jonami sieci krystalicznej. Okazuje sig¢ (jest to
jeden z do$¢ zaskakujacych na pierwszy rzut oka fak-
tow), ze w takiej sytuacji sily elektryczne w ogromnej
wiekszosci sie kompensujg i efektywne wzajemne oddzia-
tywania elektronow sg stabe (na ogét odpychajace), tym
stabsze, im wieksza jest ich gesto$¢ (a tym samym takze
gesto$¢ jondw o tadunkach przeciwnych - uklad jako
calo$c jest elektrycznie obojetny). Pozwala to traktowaé
w pierwszym przyblizeniu elektrony jak wzajemnie nie
oddzialujace i poruszajace si¢ w periodycznym poten-
cjale wytwarzanym przez jony sieci krystalicznej. Takie
przyblizenie prowadzi do pasmowej teorii ciat statych wy-
jasniajacej, dlaczego jedne z nich sg izolatorami, a inne
metalami (przewodnikami). Zgodnie z tg teoria elek-
trony z pasma przewodnictwa mozna traktowac (by¢
moze przypisujac im mase efektywna, nieco inng niz
masa elektronu poruszajacego sie w pustej przestrzeni)
jak gaz stabo wzajemnie odpychajacych sie fermionow
o spinie 1/2 (pomijajac zupelnie obecno$¢ sieci krysta-
licznej). W jezyku tradycyjnego sformutowania mecha-
niki kwantowej (efektywny) hamiltonian ukfadu, jaki
tworzy gaz N takich elektronéw, ma wiec postaé (taka
samg jak hamiltonian uktadu zimnych atoméw)

N 2

s )
H_; vai+Zv(r,J). (13)

i<j

v(rij) jest tu potencjalem odpychajacego (efektywnego)
oddzialywania elektronéw, i-tego i j-tego, zaleznym
tylko od ich wzajemnej odleglosci r;; =|r(;) — ;)| i nie-
zaleznym od rzutéw ich spindéw, przy czym oddzialywa-
nie momentdw magnetycznych elektrondw jest znikome
i mozna je poming¢. Jesli elektrony moga przemieszczaé
sie w objetoéci V = L* i N, z nich ma spin skierowany do
gory, a N_ w dol (oczywiscie N, + N_ = N) to, narzuca-
jac periodyczne warunki brzegowe i pomijajac zupelnie
oddzialywanie, tatwo znalez¢ energie ich stanu podsta-
wowego (0 najnizszej energii). W skoniczonej objetosci
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L? energia pojedynczego elektronu jest skwantowana
i moze, niezaleznie od kierunku jego spinu, przyjmowa¢
jedna z wartoéci h*k?/2m, gdzie wektory falowe maja
posta¢ k = (2m/L)(ny, ny, n;) o calkowitych liczbach
fx, 1y, n;. Elektrony s fermionami, zatem stan kwan-
towy numerowany wektorem falowym k moga obsadzi¢
co najwyzej dwa o przeciwnie skierowanych spinach. Wy-
nika z tego, ze aby otrzymac najnizszg energie ukladu
N = N, + N_ elektronéw trzeba najpierw te o spinach
do géry uktadac ,,na kolejnych od dotu pétkach” (o co-
raz wyzszych energiach), a potem tak samo te o spinach
w doét. Najnizsza energi¢ ukltadu mozna wedy wyrazié
przez dtugosci wektoréw falowych odpowiadajacych naj-
wyzszym zapetnionym ,,pétkom”

Py, = (60N /)2, p. = (6n*N_/V)'/* (14)
ijest ona dana wzorem

E” 1 3R

-— 15
%4 6125 2m 15

(Phe + p2-)-
Rozpatrujemy tu jak zwykle granice termodynamiczna
N, — 00, V — oo przy ustalonych gestosciach p,. = N/
V. Wyrazenie to mozna zminimalizowa¢ ze wzgledu na
podzial N na N, i N_. Minimum przypada oczywiscie
dla N, = N_ = %N , CO 0znacza, Ze W zerowej tempe-
raturze (kiedy o wlasciwosciach ukladu decyduje jego
stan podstawowy) przy zupelnym braku oddziatywan,
namagnesowanie ukladu réwne M = y(N, — N_) znika
(rys. 5). (Bedzie zatem znika¢ takze w wyzszych tempe-
raturach.)

1.0
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Rys. 5. Energia (w odpowiednich jednostkach) stanu podstawowego
ukladu nieoddziatujacych fermiondéw jako funkcja py przy catkowitej
gestoéci réwnej I; minimum jest osiaggane dla réwnych gestoéci p4 = p— =
1/2, tzn. uktad nie jest namagnesowany

Przejdzmy teraz do czastek oddziatujgcych. Mozna
podac prosty argument pozwalajacy oczekiwac, Ze nieza-
lezne od spinu odpychajace oddziatywanie elektronéw
spowoduje pojawienie si¢ niezerowego namagnesowania.
Kluczowy jest tu fakt, ze elektrony sa fermionami. Odpy-
chanie oznacza, ze oddzialywanie zwieksza energie pary
oddziatujacych czgstek (gdyz v(r;;) > 0). Jednak zakaz

Pauliego powoduje, iz dwa fermiony o tym samym kie-
runku spinu prawie nie oddziatujg.?! Zatem energie wza-
jemnych oddzialywan wszystkich par elektronéw mozna
obnizy¢, jesli wiekszos¢ elektrondw bedzie miala spiny
skierowane zgodnie. Oczywiscie spowoduje to wzrost
przyczynku (15) do calkowitej energii uktadu, ale moze
sie to w rezultacie optaci¢. Jak to zbadaé? Scisle nie da
sie tego zrobi¢. Mozna jednak wykorzysta¢ standardowy
rachunek zaburzen (obliczenia najtatwiej wykona¢ ko-
rzystajac z formalizmu drugiej kwantyzacji). Otrzymuje
sie wtedy w pierwszym rzedzie poprawke do (15) postaci

(1) 3 .3
E, . P+ Pr-
20 - (o) EELE=
\% 0(0) 3614
1 3K (5 m,
- o (s O sket ). 08

©(0) jest tu warto$cig w zerze transformaty Fouriera
potencjatu oddziatywania v(r). Do tego wyniku, czy-
nigc zalozenie o malej gestosci elektronéw i adaptu-
jac odpowiednio metode pola $redniego, doszli po raz
pierwszy Wilhelm Lenz, Felix Bloch i Edmund C. Sto-
ner [18, 19]. Odwotujac si¢ do dodatkowych argumentow
mozna uzasadnid, ze lepsza wersje tego wzoru otrzyma
sie, zastepujac transformate Fouriera v(0) przez ao - dtu-
go$¢ elastycznego rozpraszania dwdch elektronéw o ze-
rowej energii oddzialujacych za posrednictwem poten-
cjalu v(r). Po takim udoskonaleniu, wzér (16) z v(0)
zastapiong przez ao pozostaje stuszny nawet wtedy, gdy
sama transformata Fouriera w zerze jest zle okreslona®?
(np. przy odpychaniu za posrednictwem potencjatu typu
~twardy rdzen”). Wygodnie jest tez energie stanu podsta-
wowego ukladu N, elektronéw o spinach do gory i N_
elektronow o spinach w dot wyrazié¢ przez ich gestosci
p+ i p-. Po tych ulepszeniach, w rozpatrywanym tu przy-
blizeniu przyjmuje ona postac [20, 21]

3 K2 40
= 59m ((6772)2/3 (Pi/3 +Pi/3) + 3 WOP+P—) .
(17)

Poprawke mozna interpretowac jako efekt zderzen zacho-
dzacych w gazie, ich liczba (na jednostke czasu) powinna
bowiem by¢ proporcjonalna do iloczynu gestosci oddzia-
tujacych ze sobg elektronéw i do catkowitego przekroju
czynnego zderzenia elastycznego dwoch elektronow, za
ktérego miare mozna uwazac a. (Trzeba jednak pamie-
ta¢, ze jest to tylko heurystyczna interpretacja — sam

21. W amplitudzie ich rozpraszania rozwinietej na fale parcjalne pierw-
szy i dominujacy przy niskich energiach wyraz musi znikac.

22. Metoda prowadzaca do wzoru na Eél) w postaci 16 dziata tylko,
gdy transformata Fouriera potencjatu istnieje.
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sposob obliczania energii wcale nie odwoluje sie do pro-
cesu rozpraszania.) Jesli napisac p. = p(1 + x)/2, gdzie
-1<x<1,ap=p,+p_,to otrzymamy energie stanu
podstawowego gazu elektronéw jako funkcje x (nama-
gnesowanie ukfadu jest proporcjonalne do x), a na wynik
ten mozna patrze¢ jak na rozwiniecie gestosci ey tej ener-
gii wzgledem (bezwymiarowego) iloczynu agp'/>.
Pomijajgc na razie dalsze wyrazy rozwiniecia gesto-
$ci energii eg ukladu zbadajmy, jak zachowuje si¢ ona
jako funkcja parametru x, czyli, przy ustalonej dtugosci
rozpraszania a,, jako funkcja catkowitej gestosci p. Jest
to pokazane na rys. 6 dla kilku wartosci agp'/?. Widag,
ze dopoki gestos¢ p jest mala, energia jest minimalna
dla x = 0i ukfad nie jest namagnesowany. Jednak przy
gestosci krytycznej rownej p. = m/24a; wykres staje sie
w x = 0 plaski, a dla wigkszych gestoéci pojawiajg si¢ dwa
symetryczne minima oddalajgce si¢ w miare wzrastania
gestosci od x = 0 ku wartosciom x = +1 osigganym,
gdy psat ~ (0,6/a9)* (namagnesowanie uktadu jest dla
p > psat maksymalne). W tym przyblizeniu, jesli trak-
towacd je powaznie, przemiana fazowa zachodzaca przy
zwiekszaniu gesto$ci jest przemiang ciagta (drugiego ro-
dzaju) - $wiadczy o tym to, ze nowe, gltebsze minima
przy wzrastaniu gestosci pojawiaja sie najpierw w x = 0.
Nie oznacza to jednak, ze juz udowodnilismy po-
wstawanie w ukladzie uporzagdkowania ferromagnetycz-
nego, pojawia sie ono bowiem, gdy parametr rozwiniecia
aop'?
winigcia zniszczylyby uporzadkowanie. Powstaje wigc
tu kilka zwigzanych ze soba problemdw: 1) Jak wygla-
daja kolejne wyrazy rozwiniecia? 2) Czy mozna $cisle
oszacowac blad popelniany przy pominieciu we wzorze
15 kolejnych wyrazow? 3) Czy na podstawie rozwiniecia
mozna co$ powiedzie¢ o charakterze przemiany fazowej?

jest do$¢ duzy i by¢ moze pominiete wyrazy roz-

4) Czy mozna zbada¢ wlasciwosci uktadu w niezerowej
temperaturze?

Tylko na niektdre z tych pytan odpowiedzi sg znane.
Kerson Huang, Tsung D. Lee, i Chen N. Yang®® [21]

23. Lee i Yang zostali laureatami nagrody Nobla w 1957, ale nie za
prace nas tu interesujace, lecz za wysuniecie hipotezy o niezachowy-
waniu parzysto$ci przez oddzialywania stabe - wkrétce potem po-
twierdzono ja do$wiadczalnie. Jak pisze Andrzej K. Wréblewski [22],
praca noblowska powstata ,mimochodem’, na marginesie gtéwnych
zainteresowarl jej autordw, dotyczacych ukladéw oddziatujacych fer-
miondw, a takze bozonéw. Podobno gdy Freeman J. Dyson (inny
znakomity fizyk, ktéry nagrody Nobla nie dostal, ale jego osiagniecia
s3, w co mato kto z kompetentnych osob watpi, réwniez na poziomie
noblowskim: réwnanie Dysona-Schwingera, teoria macierzy przypad-
kowych, wspomniana tu wczeéniej praca [17] i jeszcze wiele innych)
powiedzial Lee, ze ich praca o niezachowaniu parzystosci bedzie
miala, jesli zostanie potwierdzona, fundamentalne znaczenie dla pod-
staw fizyki, Lee mial bez specjalnego zaangazowania emocjonalnego
odpowiedzieé: Tak, to bedzie interesujgce i poszedt kontynuowaé
swoje rachunki dotyczace gazéw niedoskonatych.

a)

0.500

0.495

0.490

0.485

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
b)
0.489990

0.489988
0.489986
0.489984

0.489982

0.45 0.50 0.55 0.60

c)

0.498
0.497
0.496
0.495
0.494

0.493

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rys. 6. Energia stanu podstawowego uktadu oddzialujacych fermionéw
w 1. rzedzie (17) jako funkcja p, przy calkowitej gestoéci réwnej 1; a) stata
sprzezenia mniejsza od krytycznej: minimum jest osiagane dla réwnych
gestosci p+ = p— = 1/2, tzn. uklad nie jest namagnesowany; b) stata
sprzezenia réwna krytycznej: minimum dalej jest osiggane dla rownych
gestosci, ale jest zdegenerowane; uktad nie jest namagnesowany; c) stata
sprzezenia wigksza od krytycznej: s3 dwa minima polozone symetrycznie
wzgledem p; = 1/2; uktad wykazuje spontaniczne namagnesowanie

jako pierwsi podali nastepny wyraz rozwinigcia, ale tylko
dla p, = p_. Z tym ograniczeniem rozwinigcie jest dzi$
znane az do 4. rzedu; kolejne poprawki liczono w latach
60. i 70. XX w. metodami kwantowej teorii pola [24],
byty one jednak obarczone rachunkowymi btedami. Po-
prawng posta¢ podano dopiero pare lat temu, stosujgc
efektywng kwantowg teorig pola, co znacznie uproscilo ra-
chunki. Na podstawie tego wyniku nie mozna jednak nic
powiedziec¢ o uporzadkowaniu ukfadu. Ogoélniejszy przy-
padek réznych gestosci p,. # p_ przez dlugi czas pozosta-
wal nierozpracowany. Osobnym wynikiem przez prawie
40 lat byla (malo znana) praca S. Kanno [25], w ktérej
obliczyt on analitycznie(!) poprawke drugiego rzedu dla
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Rys. 7. Energia stanu podstawowego ukltadu oddzialujacych fermionéw
w 2. rzedzie jako funkcja p4 przy catkowitej gestosci rownej 1; a), b) stata
sprzgzenia mniejsza od krytycznej: minimum jest osiggane dla réwnych
gestosci p+ = p— = 1/2, tzn. uktad nie jest namagnesowany; c) stata sprze-
zenia réwna krytycznej: s3 trzy minima o réwnej wartosci. Jest to punkt
przemiany fazowej L. rodzaju; d) stala sprzezenia wieksza od krytycznej: sg
dwa minima polozone symetrycznie wzgledem p, = 1/2, uklad wykazuje
spontaniczne namagnesowanie

dowolnych gestosci p, i p_. Dopiero kilka lat temu ob-
liczono (juz w wiekszosci numerycznie) kolejny wyraz

rozwiniecia w tym przypadku, znéw stosujac metode
efektywnej kwantowej terii pola [26]. Pracowano takze
nad matematycznym usci$leniem wzoru (17). Dopiero
w XXI w., a wiec prawie dokladnie pét wieku od jego
napisania,?* udalo sie cisle [32] oszacowa¢ jego blad.
Podczas dokonywania ostatnich poprawek w niniejszym
artykule okazalo sie, ze zupelnie ostatnio otrzymano [27]
$cidle nastepny wyraz rozwinigcia w gestosciach, tacznie
z oszacowaniem btedu. W ten sposob wzdr Kanno [25]
po ponad pot wieku doczekat sie $cistego uzasadnienia!

Trzeba tez powiedzie¢, ze zainteresowanie modelem
gazu oddzialujacych fermionéw i mozliwoscia ferroma-
gnetycznego porzadkowania sie ich wzrosto w XXI w.
za sprawa putapkowanych gazéw atomowych. Od strony
teoretycznej pojawilo sie na ten temat wiele prac sto-
sujacych rozne podejscia. Bylo rozpracowywane dalej
rozwinigcie ,,gestosciowe” metodami efektywnej teorii
pola [26], ale tez atakowano problem innymi metodami:
kwantowg wersja metody Monte Carlo [29] i nie tylko
[30]. Nie przyniosty one jednak definitywnego rozstrzy-
gniecia (réwniez od strony eksperymentalnej [31]).

Na zakonczenie tej czesci artykulu, rozwazmy jesz-
cze problem przemiany fazowej, przyjawszy za dobra mo-
nete rozwiniecie w gestosciach do 2. rzedu. Okazuje sig,
ze zmienia ona charakter - staje si¢ przemiang pierw-
szego rodzaju. Ma to miejsce przy podobnej gesto$ci
krytycznej, jak w 1. rzedzie — réznica wynosi kilkana-
$cie procent. Jest to argumentem za tym, Ze zachodzi
ona w rezimie nieperturbacyjnym i aby stwierdzi¢ ci-
$le jej istnienie (i charakter), trzeba siegna¢ do innych
metod.

7. Elektrony w sieci krystalicznej: model Hubbarda
7.1. Geneza i hamiltonian modelu

Przedstawiony w poprzedniej czgéci model gazu oddzia-
tujacych fermiondéw mogacych przemieszczaé sie w calej
objetosci ukladu z pewnoscig stosuje sie do zimnych
gazoéw atomowych. Dla magnetyzmu wigkszosci cial sta-
tych struktura ich sieci krystalicznej jest jednak istotna
i moze znaczaco modyfikowa¢ wyniki otrzymane w ra-
mach modelu gazu fermionéw (mogacych przemiesz-
cza¢ si¢ swobodnie). Jednym z mozliwych sposobow
uwzglednienia struktury krystalicznej jest wiec zbudo-
wanie modelu, w ramach regut ktdrego elektrony mogg
przeskakiwac z jednego atomu do drugiego (czyli we-
drowa¢ - stad nazwa magnetyzm wedrowny) z pewnym
(w jednych sieciach z mniejszym, w innych z wiekszym)
prawdopodobienstwem (na jednostke czasu). Minimal-
nym (jesli chodzi o prostote sformulowania) modelem,

24. Zgodnie z obserwacja pierwszego z autoréw [28], ze pomiedzy
napisaniem wzoru tego rodzaju a jego $cistym uzasadnieniem mija
$rednio pét wieku.
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ktéry pozwala bada¢ mechanizm spontanicznego po-
wstawania uporzadkowania w takich uktadach jest model
Hubbarda, ktéry teraz omoéwimy.

Model ten buduje si¢ nastepujaco. Rozpatrujemy
skoficzong d wymiarowsg sie¢, ktéra musi oczywiscie
mie¢ jaka$ okreslong geometrie i dalej bedziemy oma-
wiac rozne jej warianty, ale na razie niech to bedzie skon-
czony zbiér N = L weztéw kubicznej sieci tréjwymiaro-
wej (d = 3). W weztach tych mogg znajdowac sie czastki
o spinie 1/2, z ktérych, jak poprzednio, N, ma spin do
gory, a N_ w dot (kierunki spinéw bedziemy oznaczaé
+). Stan ukladu definujemy podajgc stan wszystkich we-
ztow sieci; kazdy z nich moze by¢ pusty albo obsadzony
przez jedng czastke o spinie + (,w gore”) lub przez jedna
czastke o spinie — (,w dot”) albo obsadzony przez dwie
czastki naraz, jedna o spinie +, druga o spinie — (czastki
s fermionami i zgodnie z zakazem Pauliego dwie o ta-
kim samym spinie nie mogg obsadza¢ tego samego we-
zta). Wynika z tego, ze*
rametrem modelu jest stosunek calkowitej liczby cza-
stek N, + N_ do N zwany parametrem wypetnienia sieci
lub po prostu wypetnieniem. Stan catego ukladu przy
ustalonych liczbach N, i N_ jest w ogélnosci superpozy-
cja stanéw, ktdre (w notacji Diraca) mozna reprezento-
wacé iloczynem (tensorowym) N ketéw postaci |n, n_),
gdzie n, = 0 lub 1; stany takie majg postaé ®;|n,,n_);,
gdzie wskazniki i numeruja wezty sieci. Zakladamy, ze
kazda z czastek moze przeskakiwa¢ z jednego wezla na
inny (nieobsadzony czastka o takim samym spinie, jak
»czastka-skoczek”), wprowadzamy zatem operator prze-
skoku (,,skokomat”) miedzy i-tym i j-tym (oraz j-tym
ii-tym) weztem

1__t1JZ(1aCJU Cla)

Stalg t mozna interpretowa¢ jako miare prawdpodobien-
stwa przeskoku. Zapis ten wykorzystuje formalizm dru-
giej kwantyzacji, ktory jest tu calkowicie naturalny i bar-
dzo prosty: kazdy z operatoréw kreacji ciT) -

N, < N i stad waznym pa-

i anihilacji
¢i,0 zmienia tylko stan i-tego wezla sieci - jak sama na-
zwa wskazuje clg zmienia liczbe n, i-tego weztaz O nal
lub, gdy n, = 1, daje zero (wektor zerowy), a z kolei ¢; 4
zmienia liczbe 1, i-tego wezta z 1 na 0 lub, gdy n, = 0,
daje zero. Dalej dla uproszczenia bedziemy zaktadad, ze
amplitudy t;; sa rézne od zera, tylko gdy wezty i-ty i j-ty
s3 na sieci swoimi najblizszymi sasiadami i ze wszystkie
te niezerowe amplitudy sa réwne t. Operator

=-tZZ(

1J0’i

»Cio T ¢ aci,g) , (18)

25. Rozpatruje si¢ tez modele Bosego-Hubbarda, w ktdrych czastki
sa bozonami i ograniczenie takie wtedy nie obowigzuje — jeden wezet
moze by¢ obsadzony przez dowolna liczbe czgstek.

odgrywa w modelu Hubbarda rol¢ operatora energii ki-
netycznej ukladu.

Drugi efekt, jaki trzeba uwzgledni¢ w hamiltonia-
nie ukladu, to oddziatywanie czgstek. Robimy to w naj-
prostszy sposob: zakltadamy, ze gdy dwie czastki (jedna
o spinie +, druga o spinie —) obsadzajg ten sam wezel,
zwigksza to energi¢ ukladu o U. (Stala U > 0 odpowiada
wiec odpychaniu coulombowskiemu rzeczywistych elek-
tronéw — wprowadzone oddzialywanie stanowi skrajnie
uproszczony, az do karykatury, obraz ekranowanego od-
dzialywania coulombowskiego elektronéwow w metalu.)
Energia potencjalna ukladu wyraza si¢ wigc wzorem

V=U Z ni+Ni—, (19)

a odpowiadajacy jej operator ma postac

V =U Z C;’+Ci)+Ci_Ci,, =U Z fli)+ fli), (20)
i i
Kompletny hamiltonian fermionowego modelu Hub-

barda ma wigc posta¢
1=T+V, (21)

sumy dwdch czltondw: kinetycznego (18) i oddzialywa-
nia (20). Wystepuja w nim jawnie dwa parametry ¢ i U,
ale przewidywania modelu zaleza tylko od stosunku U/t;
dodatkowym parametrem, jak juz to byto wspomniane,
jest calkowita liczba fermiondw (i liczba weztdw sieci) N
oraz, w jego zastosowaniach do rzeczywistych ukladow
fizycznych, temperatura T. Podzial catkowitej liczby fer-
mionéw na N i N_ jest ustalany przez warunek mini-
malizacji energii (swobodnej) ukladu — w ten sposéb
model moze przewidywa¢ spontaniczne uporzadkowa-
nie spin6éw i tym samym zachowanie ferromagnetyczne
ukladu. Hamiltonian (21) mozna ,wyprowadzi¢” zaczy-
najac od bardziej fundamentalnych zasad, tj. piszac réow-
nanie Schrédingera odpowiadajgce uktadowi elektronéw
w ciele statym i dokonujac wielu przyblizen, poczynajac
od przyblizenia ciasnego wigzania, pomijajac wszystkie
orbitale précz jednego oraz i pomijajac wiele catek (tzn.
przyjmujac ich wartosci za réwne zeru). W ten sposob
model wprowadzit sam John Hubbard [33], a niezaleznie
od niego zrobili to takze Martin Gutzwiller [34] i Junjiro
Kanamori [35]. Idac ta drogg mozna wyrazié parametry
t1 U przez pewne calki z funkgji falowych atoméw.
Hubbard sformulowal przedstawony tu model jako
model ferromagnetyzmu wedrownego metali z grupy
przejsciowych. W swojej pracy [33] przeanalizowal go
dostepnymi 6wcze$nie metodami analogicznymi do
przyblizenia Hartreeego—Focka. Wprawdzie wykazat (jak
sadzit), ze model przewiduje zachowanie ferromagne-
tyczne ukladu, ale przewidziana przez niego tempera-
tura krytyczna byla absurdalnie wysoka (rzedu kilku
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tysiecy Kelvindw). Pézniej dostrzezono, ze model Hub-
barda (i jego uogolnienia) daje si¢ naturalnie zastosowac
do badania réwniez licznych innych zjawisk, takich jak:

« inne uporzadkowania magnetyczne: antyferromagne-
tyzm, ferrimagnetyzm, metamagnetyzm...

« przemiany metal-izolator

« nadprzewodnictwo wysokotemperaturowe

« kondensacja Bosego-Einsteina — zwlaszcza zimnych
atoméw w polu $wietlnych fal stojacych tworzacych
pulapki (do tego stosuje sie bozonowa wersje modelu)

Te i wiele innych probleméw bada si¢ w ramach modelu
Hubbarda majac nadzieje, iz stosowane metody przybli-
zone (zob. dalej) pozwolg zrozumie¢ (przede wszystkim
jakosciowo) mechanizmy odpowiedzialne za te zjawi-
ska a nawet przewidywa¢ wartoéci wielkosci fizycznych
je charakteryzujacych i poréwywac te przewidywania
z wynikami eksperymentdow.

7.2. Podstawowe cechy modelu

Model Hubbarda wydaje si¢ bardzo prosty - jego hamil-
tonian jest sumg dwdch czlonéw zbudowanych z opera-
toréw, ktérych dzialanie na stany weztow sieci jest bar-
dzo proste i intuicyjne. Ta prostota jest jednak ztudna:
dotyczy ona jedynie sformufowania modelu, nie za$ wy-
prowadzania z niego wiarygodnych przewidywan. To,
paradoksalnie, jest bardzo trudne. Jak to ujat Elliott H.
Lieb, jeden z czotowych fizykéw matematycznych, mo-
del Hubbarda jest notoriously difficult [36]. Trudno$ci
te odzwierciedla fakt, ze $cistych wynikéw dotyczacych
modelu jest niewiele; to samo dotyczy metod przyblizo-
nych o kontrolowanym btedzie. Dzieje si¢ tak, mimo iz
od sformufowania modelu minelo juz 60 lat, a w miedzy-
czasie ukazalo si¢ kilka tysiecy prac jemu poswieconych.
W przystepny (w zamierzeniu) sposob, podstawowe fakty
dotyczace modelu Hubbarda jeden z autoréw niniejszego
artykutu oméwit w [37].

Aby wyrobi¢ sobie pojecie o pochodzeniu trudno-
$ci, jakie nastrecza badanie modelu, spéjrzmy na cztony
(18) i (20) jego hamiltonianu. Jako operatory czlony te
nie sg przemienne, a ich charakter jest zgota doktadnie
przeciwny: stany ukltadu, w ktorych energia kinetyczna
ma dobrze okres§lone warto$ci, reprezentujg czastki zde-
lokalizowane, tzn. kazda z nich moze by¢ znaleziona
w dowolnym wezle sieci. Natomiast stany, w ktorych do-
brze okre$lona jest energia potencjalna (19), reprezentuja
czastki zlokalizowane w konkretnych weztach. Wlasnie
to wspolzawodnictwo pomiedzy dwiema przeciwstaw-
nymi tendencjami jest odpowiedzialne za bardzo rézno-
rodne, czgsto skrajnie odmienne zachowania réznych
ukladéw fizycznych odpowiadajacych wyraznie réznym
warto$ciom parametréw modelu. Na przykiad gdy domi-
nuje czlon kinetyczny (|t| > U), mozna si¢ spodziewaé,

ze elektrony ukladu beda zdelokalizowane i beda sie poru-
szaly niemal swobodnie po calym krysztale — uklad taki
bylby wtedy przewodnikiem. Natomiast kiedy dominuje
czton potencjalny (|t| < U), mozna sie spodziewac, ze
elektrony uktadu beda zlokalizowane i bardzo ,,niechet-
nie” beda zmienialy potozenie, zatem taki uktad bylby
izolatorem. Zmiana przewodnictwa ukladu - przemiana
metalu w izolator (ang. metal-insulator transition, MIT)
rzeczywiscie moze zachodzi¢ w pewnych ukladach przy
zmianie roznych ich charakterystyk, cho¢ jej mechanizm
jest duzo bardziej skomplikowany, niz sugeruje powyzszy
obraz heurystyczny. Niestety najciekawsze zjawiska uj-
mowane przez model Hubbarda zachodza, gdy stosunek
parametrow U i T jest rzedu jednosci, co nie pozwala
na zastosowanie jakiego$ rozwiniecia perturbacyjnego.
Ogolniej rzecz ujmujac, to ze model Hubbarda jest tak
trudny do badania, tatwiej zrozumiemy, gdy uswiado-
mimy sobie, do jak ogromnego zakresu zjawisk mozna
go zastosowal. Wydaje si¢ nieprawdopodobne, by przewi-
dywania modelu dotyczace takiego bogactwa réznorod-
nych zjawisk mozna bylo z niego wyprowadzi¢ w prosty
sposab.

7.3. Model Hubbarda i magnetyzm

Zajmijmy sie teraz zastosowaniami modelu Hubbarda
do zrozumienia mechanizmu powstawania uporzadko-
wania (ferro)magnetycznego w cialach statych. Najpierw
z istniejacych (nielicznych) wynikéw $cistych przypo-
mnimy niektére szczegdlnie wazne, a nastepnie zasta-
nowimy sie, jakie jako$ciowe cechy uktadu fizycznego
powinny sprzyjaé¢ powstawaniu w nim (w niskich tempe-
raturach) uporzadkowania magnetycznego.

7.3.1. Twierdzenie Nagaoki

Pierwszym $cistym wynikiem dotyczagcym modelu Hub-
barda, ktéry opublikowano juz trzy lata po sformutowa-
niu modelu, jest twierdzenie autorstwa Nagaoki [38, 41]:
gdy w hamiltonianie (21) U = oo i operator przeskoku
(18) spetnia pewien dos¢ naturalny warunek,*® a liczba
czgstek w uktadzie rézni sig o jeden od liczby weztow sieci
(N4 + N_ = N - 1), to w stanie podstawowym (tj. w sta-
nie kwantowym o najnizszej energii) ukfadu wszystkie
spiny majq ten sam kierunek (albo wszystkie kierunek +,
albo wszystkie —). Jest wiec to stan uporzadkowany ferro-
magnetycznie (i nasycony). Twierdzenie to jest troche
niefizyczne z dwoch powoddéw: Po pierwsze, z powodu

26. Ten warunek, ktérego nie bedziemy tu szczegélowo wypisywac,
zwany warunkiem polaczalnosci (ang. connectivity condition), jest
spelniany przez wigkszo$¢ typowych sieci, np. sie¢ kwadratows, tréj-
katng i sze$ciokatng w d = 2, sieci bec i fec w d = 3 i sie¢ kubiczng
w dowolnej liczbie wymiaréw d.
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nieskonczenie silnego odpychania (niepozwalajacego na
obsadzanie wezléw przez dwie czgstki), w ukladach fi-
zycznych bowiem U/t moze by¢ duze, ale jest skoriczone.
Po drugie, dlatego ze gdy liczba czastek jest doktadnie
taka jak liczba wezl6éw, energia stanu podstawowego nie
zalezy od spinéw; tym samym zadne uporzadkowanie
nie jest wyréznione. W ten sposob, zachowanie uktadow
o wypelnieniu N — 1 oraz N jest odmienne dla dowol-
nego N, a takiego zachowania nie spotyka sie w rzeczywi-
stych ukladach, gdzie dodanie albo odjecie jednej czastki
nie powinno zmienia¢ zachowania ukltadu dla duzych N.

Mimo tych zastrzezen, twierdzenie Nagaoki jest waz-
nym rezultatem, poniewaz stanowi jawny dowdd na to,
iz uklad sieciowy, ktorego oddzialywanie nie fawory-
zuje bezposrednio zgodnego ustawiania si¢ spinéw, moze
mimo to by¢ (przynajmniej w zerowej temperaturze) upo-
rzgdkowany ferromagnetycznie. Twierdzenie to warto by
bylo rozszerzy¢ na przypadek wypelnienia mniejszego
(w granicy termodynamicznej) niz réwne 1, ale $cidle
(o ile nam wiadomo) nie udalo sie tego zrobi¢ (udalo sie
tylko ostabi¢ jego zalozenia dopuszczajac U < oo oraz
wystepowanie innych oddzialywan).

7.3.2. Twierdzenie Lieba jako warunek konieczny
ferrimagnetyzmu

Inny wynik $cisly, ktéry nalezy uzna¢ za wazne osia-
gniecie, gdyz odnosi si¢ do sytuacji realistycznej, jest
autorstwa Elliotta H. Lieba ([39, 41]). Dotyczy on mo-
delu Hubbarda sieci dwudzielnej (ang. bipartite lattice),
tj. takiej, ktorej wezly daja sie rozdzieli¢ na dwie grupy
(powiedzmy A i B) i kazdy wezel typu A ma za najbliz-
szych sasiadow wytacznie wezly typu B i vice versa (przy
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Rys. 8. Sie¢ Lieba (zwana tez siecig CuO)

czym ogolne liczby N4 i Np weztdw typu A oraz B moga
by¢ rézne). Na przyktad w dwoch wymiarach sieci: kwa-
dratowa i sze$ciokatna sa dwudzielne, a sie¢ tréjkatna
nie. Sie¢ Lieba (zwana tez siecig CuO od nazwy podsieci
tlenowo-miedziowej, jaka wystepuje w nadprzewodni-
kach wysokotemperaturowych) jest przyktadem sieci
dwudzielnej o N4 # Np.

Twierdzenie Lieba (w dowodzie ktérego zostala
wykorzystana spinowa wersja dodatnio$ci odbiciowej
uktadu) brzmi: stan podstwowy uktadu o sieci dwudziel-
nej ma wypadkowy spin, tzn. sume liczby czgstek o spinie
w jednym kierunku minus liczba czgstek o spinie w drugim
kierunku) rowny (N4 — Ng)/2 (tu zalézmy, ze N4 > Np).
Wypadkowy spin jest wiec taki, jaki by musiat by¢, gdyby
uklad byl (w zerowej temperaturze) uporzadkowany fer-
rimagnetycznie, tzn. gdyby spiny bedgce swoimi najbliz-
szymi sgsiadami byly skierowane przeciwnie (zob. rys. 4
przedstawiajacy takie uporzadkowanie wystepujace np.
w magnetycie Fe;Oy4 [1]).>” Nie jest to jednak jedyna
mozliwo$¢ — mozna sobie wyobrazi¢ inne zgodne z tym
wynikiem rozmieszczenie spinéw w sieci, dajace te sama
warto$¢ catkowitego spinu.

7.3.3. Cechy ukladu sprzyjajace uporzagdkowaniu
ferromagnetycznemu

Zastanéwmy sie teraz, jakie cechy ukladu czastek na
sieci mogg sprzyja¢ powstawaniu uporzgdkowania fer-
romagnetycznego. Oddziatywanie uwzgledniane w ha-
miltonianie modelu Hubbarda jest czysto lokalne, nie
zalezy zatem od wymiaru d i geometrii sieci. Nie wyroz-
nia ono jakiegokolwiek uporzadkowania magnetycznego
(odroznia je to wyraznie od np. oddzialywan spindéw
Heisenberga (9) czy Isinga (5), ktdre, zaleznie od znaku
statej J, uprzywilejowuja réwnolegle badz antyréwno-
legle uporzadkowania sgsiednich spinéw). Wobec tego
za ewentualne uporzadkowanie magnetyczne ukladow,
ktérych gléwne cechy ma ujmowaé model Hubbarda,
musi odpowiada¢ subtelne wspoétgranie geometrii (i wy-
miaru) sieci, energii kinetycznej czastek i zakazu Pau-
liego; oddziatywanie pelni przy tym (przypuszczalnie)
tylko pomocnicza role.

Przypomnijmy jeszcze, ze (w zerowej temperaturze —
jesli uktad ma by¢ uporzadkowany w jakich§ warunkach
zewnetrznych, musi taka cecha odznaczaé si¢ przede
wszystkim jego stan podstawowy) gdy zadana jest sie¢,
ktérej wymiar i geometria determinujg liczbe najbliz-
szych sasiadow kazdego z weztdéw, wolnymi parametrami
modelu sg (bezwymiarowy) stosunek U/t oraz wypelnie-

27. Gdy N4 > Np, uporzadkowanie ferrimagnetyczne (lub inne
zgodne z wynikiem Lieba) jest zarazem (nienasyconym) uporzadko-
waniem ferromagnetycznym.
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nie, czyli stosunek (N, + N_)/N, ktory tu mozna uwa-
za¢ za wielko$¢ analogiczng do gestosci p = p, + p_ gazu
fermionéw. W catym zakresie wartosci tych parametréw
model Hubbarda nie moze przewidywa¢ uporzadkowa-
nia ferromagnetycznego, gdyz wiadomo, ze przy poto-
wicznym wypelnieniu i p, = p_, w rezimie U/t > 1
jego przewidywania sg niemal takie same, jak modelu
Heisenberga o ] < 0, odpowiadajagcemu oddzialywaniu
spindw, ktore faworyzuje uporzadkowanie antyferroma-
gnetyczne. Na podstawie do$¢ przekonujacych wynikow
numerycznych przypuszcza sig, ale nie zostalo to jak
dotad wykazane $ciéle, ze na sieciach tréjwymiarowych
dwudzielnych oba modele przewiduja w tym rezimie upo-
rzagdkowanie antyferromagnetyczne.

Biorac to wszystko pod uwage mozna przypuszczac,
ze istotnymi czynnikami sprzyjajacymi powstawaniu
uporzadkowania ferromagnetycznego beda: sie¢ typu
sfrustrowanej*® (np. tréjkatna) oraz wypelnienie rézne
od potowicznego, ktore to cechy razem powinny zapo-
biega¢ powstawaniu konkurencyjnego uporzagdkowania
antyferromagnetycznego. Mozna réwniez podaé heury-
styczne argumenty za tym, ze powstawaniu uporzadko-
wania ferromagnetycznego sprzyja jak najwieksza gestos¢
stanow w poblizu energii Fermiego. Warunek ten ujmuje
iloSciowo kryterium Stonera [19, 41, 43]: uktad bedzie
w stanie podstawowym uporzgdkowany ferromagnetyczne,
jesli

D(ep)U > 1. (22)

D(¢)de jest tu liczbg stanéw kwantowych pojedynczej
czastki (na danej sieci), odpowiadajacych jej energii
w przedziale (e, ¢ + de), a g — energig Fermiego uktadu
czastek (przy ustalonym wypelnieniu sieci). Gestos¢ sta-
néw to wielko$¢ silnie zalezna od geometrii sieci. Jest
ona wazna dla energii kinetycznej calego uktadu beda-
cej wielko$cia addytywna ze wzgledu na liczbe czastek.
Czynnikiem sprzyjajacym uporzadkowaniu ferromagne-
tycznemu powinna zatem by¢ ,,ptaskos¢” zwigzku dysper-
syjnego (dyspersji), czyli zaleznos$ci energii € od quasi-
pedu k pojedynczej czastki w poblizu energii Fermiego,
gdyz gesto$¢ stanéw D(¢) jest odwrotnie proporcjonalna
do modutu pochodnej e(k) po k.

7.3.4. Ferromagnetyzm ukladéw majacych pasmo
o plaskiej dyspersji

W latach 90. XX w. wykazano $cisle uporzagdkowanie
ferromagnetyczne stanéw podstawowych sporej klasy

28. Nazwa bierze si¢ z tego, ze gdy oddziatywanie uprzywilejowuje
przeciwne ustawienie sgsiednich spinéw, jedna pofowa najblizszych
sasiadow danego spinu ma jeden kierunek, a druga potowa przeciwny,
to spin ten jest ,,sfrustrowany” — ,,nie wie”, w ktdra strone powinien
sie skierowac.

modeli Hubbarda spetniajacych kryterium (22). Sg to
modele, ktorych cecha szczegdlng jest wlasnie istnienie
plaskiej gatezi zwigzku dyspersyjnego, tzn. takiej, na ktd-
rej energia ¢ nie zalezy od k — dlatego uporzadkowanie
tym powodowane nazywa si¢ pfaskopasmowym (ang. flat-
band ferromagnetism). Znanych jest wiele takich sieci.
Jedna z nich jest dwuwymiarowa sie¢, zwana siecig ka-
gomé (rys. 9).

Stan podstawowy czastek modelu Hubbarda na sieci
kagomé dla pewnego zakresu gestosci wykazuje uporzad-
kowanie ferromagnetyczne. Ujmuje to $cisle twierdzenie
Alexandra Mielke [40]: Jesli U > 0 i wypetnienie miesci
sig w przedziale [5/3,11/6], to stan podstawowy modelu
o0 hamiltonianie (21) jest uporzgdkowany ferromagnetycz-
nie. Twierdzenie to rozszerzono pdzniej takze na inne
sieci [41].

Rys. 9. Dwuwymiarowa sie¢ kagomé

7.3.5. Model Hubbarda i dynamiczna teoria pola
$redniego

Jednym z narzedzi teoretycznych stosowanych przy bada-
niu wielu réznych zagadnien fizyki materii skondensowa-
nej i fizyki statystycznej jest metoda dynamicznego pola
sredniego (ang. dynamical mean field theory, DMFT) [43].
Przedstawimy ja tu pokrotce i podamy niektdre wnioski
plynace z jej zastosowania (w ramach modelu Hubbarda)
do badania istnienia uporzadkowania ferromagnetycz-
nego.

Jest interesujace, ze jesli wymiar przestrzenny bada-
nego ukladu jest dostatecznie duzy (w granicy nieskon-
czony), to jest to okoliczno$¢ utatwiajaca, a nie utrud-
niajgca analize odpowiedniego modelu. Z sytuacja tego
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rodzaju mamy do czynienia np. w przypadku klasycz-
nych uktadéw spinowych: przyblizenie pola $redniego,
w ramach ktoérego kazdy spin oddzialuje jak gdyby ze
wszystkimi pozostaltymi (ma wigc jak gdyby nieskon-
czenie wielu najblizszych sasiadéw), jest formalnie réw-
nowazne rozpatrywaniu uktadu na nieskonczenie wy-
miarowej sieci (d = o0). Oznacza to, ze uklad spi-
noéw na takiej sieci jest $cisle rozwigzywalny - mozna
podacé $ciste (w granicy d = o) wzory na interesu-
jace wielkosci termodynamiczne charakteryzujace taki
uklad. Metoda DMFT, ktora jest wlasnie uogélnieniem
takiego przyblizenia na uklady kwantowe, zostata sfor-
mulowana w 1989 [44] i od tego czasu wciaz si¢ roz-
wija, bedac obecnie jedng z najpotezniejszych metod
stosowanych do analizy uktaddw silnie skorelowanych
fermionéw. Przede wszystkim pozwala ona bada¢ prze-
widywania modeli w calym zakresie wartosci ich sta-
tych sprzezenia, wykraczajac tym samym poza rozwi-
niecia perturbacyjne (stuszne jedynie dla matych lub
duzych ich wartosci), w polaczeniu za$ z metodg DFT,*
stosowang do wyrazania wartoéci parametréw modelu
przez calki z funkcji falowych teorii mikroskopowej,
pozwala realistycznie modelowa¢ zachowanie rzeczywi-
stych substancji.

Metoda DMFT jest bardzo skuteczna, ale ma tez
swoje ograniczenia. Przede wszystkim, jako ze wymiar
analizowanego za jej pomoca modelu teoretycznego
jest formalnie nieskonczony, efekty, dla ktérych wymiar
ukladu jest istotny,* czyli takie jak bardziej doktadna
charakterystyka uporzadkowania (metoda DMFT nie
mozna bada¢ krétkozasiegowych korelacji przestrzen-
nych) czy wykladniki krytyczne charakteryzujace prze-
miane fazowg (metoda DMFT daje tu przewidywania
takie same jak przyblizenie pola sredniego), s3 poza jej
zasiegiem. Zasadne jest tez pytanie, czy wymiar d = oo
jest ,,bliski czy daleki” od wymiaru d = 3? To znaczy, czy
wyniki uzyskane przy zalozeniu, ze d = oo, sg stuszne
takze dla d = 3? Wydaje si¢ to bardzo prawdopodobne
z nastepujacego powodu: formalnym parametrem rozwi-
niecia w metodzie DMFT (stosowanej do analizy przewi-
dywan modeli sieciowych) jest 1/z, gdzie parametr z jest
liczbg najblizszych sasiadéw pojedynczego wezta sieci,
ktora nawet dla sieci o wymiarze d = 3 nie musi by¢ mata.

29. DFT, ang. density functional theory jest wygodnym efektywnym
sposobem obliczania wlasnosci (poziomy energetyczne, widma, geo-
metria) czasteczek chemicznych oraz ciat stalych. Wyprowadzona
z rownania Schrodingera, operuje ona tylko gestoscia elektronéw,
a nie petng funkcjg falows, co pozwala na obliczenia dla znacznie
wiekszych ukladéw, niz przy innych podejéciach. Jej gtéwny autor
Walter Kohn otrzymat za nig nagrode Nobla (z chemii) w 1998.

30. Przypomnijmy, ze np. uporzadkowanie ukladu spinéw Isinga albo
klasycznych spinéw Heisenberga w niskich temperaturach zalezy od
wymiaru.

Na przyktad dla tréjwymiarowej sieci kubicznej z = 6,
a w przypadku sieci $ciennie centrowanej (sieci typu fcc)
z = 12. Precyzyjnego oszacowania odstepstwa wynikéw
uzyskiwanych metodg DMFT od $cistych przewidywan
odpowiadajacych d = 3 (na razie) jednak nie ma.

Przy uzyciu metody DMFT przebadano przewidy-
wania réznych modeli wedrownych elektronéw (no$ni-
kéw momentéw magnetycznych), takich jak Falicova-
Kimballa, Hubbarda, czy periodyczny model Andersona.
Wyznaczono w ten sposéb funkeje termodynamiczne
modelowanych ukladéw i obliczono wiele statycznych
(np. ferromagnetyzm) i dynamicznych (np. przewodnic-
two) wielkoéci je charakteryzujgcych [45]. Z otrzyma-
nych w ten sposdb wnioskéw dotyczacych ferromagne-
tyzmu wymienmy tu dwa:

o W osiggalnym dla stosowanych metod numerycznych
zakresie parametréw U i t (tj. az do U/t ~ 18) nie
stwierdzono, by model Hubbarda o sieci kubicznej,
dopuszajacy przeskoki tylko pomiedzy najblizszymi
wezlami, przewidywal uporzagdkowanie ferromagne-
tyczne.

o Modele Hubbarda czgstek na sieciach sfrustrowanych
(np. fcc) przewiduja uporzadkowanie ferromagne-
tyczne w szerokim zakresie warto$ci swoich parame-
trow (rys. 10).

7.3.6. Model Hubbarda i rozwiniecie wzgledem gestosci

W ramach oméwionego tu wcze$niej modelu traktujg-
cego no$niki momentéw magnetycznych jak gaz stabo
oddzialujacych czastek, gesto$¢ energii stanu podstawo-
wego ukladu mozna bylo wyrazi¢ w postaci rozwiniecia
wzgledem gestosci czastek o spinie skierowanym do gory
i w dot. Sciste uzasadnienie dwoch pierwszych wyrazéw
rozwiniecia analogicznego do (17)

egs(pr>p-) = eo(ps) +eo(p-) +8mapip_+..., (23)

(w ktérym eo(p.) sa mierzonymi w jednostkach sta-
tej t energiami czastek nieoddzialujacych, wypelnienia
p+ = N./N odgrywaja role gesto$ci, a jest za§ odpowied-
nio zdefiniowang wielkoscig analogiczng do dtugosci roz-
praszania) przypadajacej na jeden wezel sieci energii e
stanu podstawowego, stusznego w ramach najprostszego
wariantu modelu Hubbarda, podat Giuliani [46].
Podobnie jak w przypadku gazu, rozwiniecie (23)
dobrze przybliza prawdziwg energie e, (p+, p-) tylko
wowczas, gdy p. << 11 jedyny $cisty wniosek, jaki mogt
na jego podstawie wysnu¢ Giuliani, to brak uporzadko-
wania ferromagnetycznego w granicy p. — 0. Jednak
w przypadku modeli sieciowych, do jakich nalezg mo-
dele Hubbarda, mozna, dobierajac stale przeskoku oraz
odpowiednig strukture samej sieci, otrzyma¢ modele
o zwiazkach dyspersyjnych znacznie réznigcych sie od
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zwigzku (k) oc k2, ktéry obowigzuje w przypadku cz3-
stek gazu mogacych si¢ przemieszczaé w calej objetosci.
Ekstremalnym przykladem s omawiane juz wczesniej
plaskie pasma. Innymi przykladami sg takie, ktérych
macierz 0*¢/0k;dk; ma zerowe warto$ci wlasne funk-
cjie(bfk).

Jesli wiec chodzi o wykorzystanie rozwinigcia ana-
logicznego do (23) do $cistego udowodnienia istnienia
ferromagnetycznego uporzadkowania, nasuwa si¢ mysl,
by kierujac sie przestankami plynacymi z danych eks-
perymentalnych rozpatrzy¢ sieci o dyspersji zdegenero-
wanej (takie jak np. sie¢ typu fcc zelaza) liczac na to, ze
przynajmniej w niektorych przypadkach minimum ener-
gii, ze wzgledu na podzial calkowitego wypelnienia sieci
na p, i p_, wypadnie dla p, # p_iap'/? « 1,t. dla
wartosci, dla ktorych wzor (23) jest stuszny (mozna $ci-
$le oszacowac jego blad). Realizacja tego programu jest
w toku [47]. Wnioski ze wstepnych wynikow sa takie, ze,
zgodnie z tym, co wynika z analizy metodg DMFT [43],
modele Hubbarda o standardowej postaci zwigzku dys-
persyjnego nie przewidujg uporzadkowania ferromagne-
tycznego dla zadnych warto$ci wypelnien i stosunku U/,
natomiast wystepuje ono w przypadku trzech z przeba-
danych sieci (w tym sieci typu fcc) i to juz dla wypelnien
rzedu 0,2, a wigc na tyle matych, zeby wzor analogiczny
do (23) byl jeszcze uzasadniony.

7.3.7. Wielopasmowe modele Hubbarda

Bardzo waznym dla zjawisk magnetycznych aspektem
rzeczywistych metali jest liczba orbitali atomdéw tworza-
cych ich sie¢ krystaliczng. Wiadomo np., Ze za ferroma-
gnetyczne wlasciwosci metali przejsciowych (takich jak
zelazo, nikiel czy kobalt) odpowiadaja elektrony z powlok
d skiadajacych sig z pieciu orbitali (z ktérych kazdy, zgod-
nie z zakazem Pauliego, moze by¢ obsadzony przez co
najwyzej dwa elektrony). Zgodnie z fenomenologiczna
reguta Hunda, spiny elektronéw z réznych orbitali maja
tendencje do zgodnego ustawiania sig, istnieje bowiem
miedzy nimi efektywne oddzialywanie analogiczne do
ferromagnetycznego oddziatywania (9) spinéw w (kwan-
towym) modelu Heisenberga. Oddziatywanie takie, jak
tatwo intuicyjnie zrozumie¢ (jako pierwszy zauwazyl
to John H. van Vleck [48]) powinno sprzyja¢ powsta-
waniu uporzgdkowania ferromagnetycznego. Jest wiec
jasne, ze efekty te trzeba uwzgledni¢ w bardziej reali-
stycznych modelach zjawisk magnetycznych w metalach.
Odpowiednie do tego celu sg wielopasmowe modele Hub-
barda, w ktorych elektrony, nalezace do réznych orbi-
tali tworzacych w ciele staltym oddzielne pasma (tu nu-
merowane indeksem a), sg traktowane jak réznego ro-
dzaju fermiony (podobnie jak kwarki o réznych kolorach

w chromodynamice kwantowej) i moga obsadzaé wezty
sieci, jesli tylko nie sg one juz obsadzone przez elektron
z tego samego pasma (majacy ten sam indeks a) i o ta-
kim samym kierunku spinu. Hamiltonian takiego mo-
delu, uwzgledniajacy efektywne oddzialywanie Hunda
momentéw magnetycznych elektronéw obsadzajacych
ten sam wezel, ale nalezacych do réznych pasm, ma po-
staé

H=- Z Z ti’j Cij-,a,acj,aﬁ +U Z Z ﬁi,a,+ﬁi,a,—
i a

{ij) a0

+U' Y >

i a#a’;o,0’

+]Z Z Si,a 'Si,a’-

i azxa’

A A
Ni,a,0Mi,a’ 0’

(24)

Dwa pierwsze jego czlony majg taka sama interpreta-
cje, jak analogiczne czlony hamiltonianu (21). Trzeci
czlon reprezentuje oddzialywanie coulombowskie elek-
tronéw nalezacych do réznych pasm. Ostatni czlon,
w ktérym wystepuja operatory spinéw (zbudowane
z wprowadzonych tu juz wczesniej operatoréw kreacji
i anihilacji Sia = cla,a
nych pasm reprezentuje wla$nie oddzialtywanie Hunda
(ktdre sprzyja, gdy J > 0, réwnoleglemu ustawianiu sie

04pCi.a,p) elektrondw z réz-

spinéw).

Badanie przewidywan takich modeli Hubbarda jest
o wiele bardziej ztozone niz rozpatrywanych tu wcze-
$niej (i tak juz notorously difficult) modeli jednopasmo-
wych - zalezg one od wigkszej liczby parametréw, kto-
rych rézne zakresy warto$ci mogg odpowiada¢ réznym
fazom (réznym typom uporzadkowania lub jego braku)
i zazwyczaj bada sie je przyjmujac wartosci parametréw
sugerowane przez teori¢ mikroskopowa lub dane ekspe-
rymentalne. Zastosowanie metody DMFT do badania
modeli o hamiltonianach typu (24) potwierdza jednak
intuicje van Vlecka. Ilustruje to otrzymany ta metoda
diagram fazowy (rys. 10).

Rys. 10. Diagram fazowy modelu Hubbarda na plaszczyznie n, T otrzy-
many metodg DMFT, odpowiadajgcy sieci fcc; F — obszar wystepowania
fazy ferromagnetycznej [43]
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Ogodlnie, przewidywania obszernej rodziny wielopa-
smowych modeli Hubbarda sg (z racji o wiele wigkszego
ich skomplikowania) znacznie mniej przebadane niz mo-
deli jednopasmowych. Bada sie tu m.in. (powigzane z fer-
romagnetycznym) uporzgdkowanie orbitalne, przy kt6-
rym nieodzowne jest wziecie pod uwage efektu Jahna-
Tellera. Z kolei dla zrozumienia magnetyzmu w metalach
(i zwigzkach) ziem rzadkich adekwatny jest periodyczny
model Andersona, poniewaz trzeba uwzgledni¢ hybrydy-
zacje, tj. mieszanie orbitali typu s oraz f [49]; jest to teren
aktywnych badan.

8. Podsumowanie i perspektywy

Wydaje sig, ze zjawisko ferromagnetyzmu jest proste. Ale
to jedynie pozory - nie mozna w tej chwili powiedzie¢, ze
mechanizmy za nie odpowiedzalne zostaly wyjasnione
definitywnie i we wszystkich szczegoétach.

Do budowania realistycznych modeli ferromagne-
tyzmu konieczna jest mechanika kwantowa wielu ciat,
cho¢ w pewnych przypadkach granicznych, gdy chodzi
o0 magnetyzm izolatoréw, mozna si¢ zadowoli¢ modelami
klasycznymi (takimi jak model Isinga badz klasyczny
model Heisenberga), jednak do zrozumienia zjawiska
magnetyzmu wedrownego mechanika kwantowa jest
juz nieodzowna. Zrozumienie zachowan ukltadéw fizycz-
nych i zjawiska ferromagnetyzmu na gruncie tych mo-
deli mozna podzieli¢ (nieostro) na dwa poziomy. Pierw-
szy to jako$ciowe zrozumienie mechanizmu fizycznego,
ktdry stoi za zjawiskiem, wyodrebnienie zasadniczych
dla jego funkcjonowania cech rzeczywistego ukladu fi-
zycznego, zbudowanie modelu matematycznego oraz
wstepna jego analiza metodami przyblizonymi. Drugi
to przeksztalcenie intuicji fizycznych i wskazéwek uzy-
skanych metodami przyblizonymi w $ciste dowody ma-
tematyczne dotyczace przewidywan skonstruowanego
modelu. Miedzy osiagnieciem pierwszego i drugiego
poziomu potrafi mina¢ sporo czasu, nawet p6t wieku.
(Na przyktad wzor (17) Lee, Huang i Yang otrzymali juz
w 1957, a $cidle uzasadnili go Lieb, Seiringer i Solovej
dopiero w 2004.)

Zrozumienie magnetyzmu izolatoréw na gruncie od-
powiednich modeli: Isinga i Heisenberga zaréwno kla-
sycznego, jak i kwantowego jest dzi$, na obu wspomnia-
nych poziomach, dobre. (Irytujacym wyjatkiem pozo-
staje tylko ferromagnetyczna wersja kwantowego modelu
Heisenberga — rozumiemy jego ,,dzialanie” od strony fi-
zycznej, ale $cistych dowoddw przewidywan tego modelu
weciaz nie udalo si¢ podac.) Jesli chodzi o wedrowny ferro-
magnetyzm, to tu sytuacja jest gorsza: na gruncie modelu
traktujacego nosniki momentéw magnetycznych jak gaz
i modelu Hubbarda mamy niezle rozeznanie w dzialaja-
cych mechanizmach fizycznych, ale $ciste dowody mate-

matyczne dotycza tylko nielicznych i doé¢ szczegdlnych
sytuacji.

Nie probowali$my tu przedstawi¢ obrazu komplet-
nego. Omoéwilismy aspekty ferromagnetyzmu najbar-
dziej (naszym zdaniem) istotne, ale wiele zagadnien
(i modeli) zostawiliémy na boku. I tak, pomineli$my mo-
del t-J, bedacy granicznym przypadkiem modelu Hub-
barda w sytuacji, gdy U/t > 1. Model t-] jest nieco
tatwiejszy do analizy (cho¢ dalej trudny) niz model
wyj$ciowy; stosuje sie go m.in., by zrozumie¢ mecha-
nizm niszczenia uporzgdkowania antyferromagnetycz-
nego, gdy wypelnienie coraz mocniej odbiega od po-
fowicznego (ang. half-filling). (Taka sytuacja ma miej-
sce m.in. w nadprzewodnikach wysokotemperaturo-
wych przy zwigkszaniu domieszkowania.) Nie omowi-
lismy charakteru wzbudzen w modelach Heisenberga
i Hubbarda (m.in. jest on istotnie rézny w przypad-
kach: ferro- i antyferromagnetycznym), ktdére sa mie-
rzalne i fundamentalne dla wyjasniania eksperymen-
tow, ale trudniej poddaja sie Scislej analizie [41]. Po-
czynili$my jedynie krétka wzmianke na temat modeli
wieloorbitalnych i ich zastosowan do opisu mnogosci
konkretnych substancji, fizyka ktorych jest niezmiernie
interesujaca.

Sprébujmy jeszcze przedstawié (zawsze ryzykowne)
prognozy: zapewne odnotujemy w badaniach magne-
tyzmu postep, gdy idzie o wielka rodzing modeli wie-
lopasmowych Hubbarda i pokrewnych im modeli An-
dersona. Nastapi dalszy rozwdj modelowania zacho-
wan konkretnych ukfadéw eksperymentalnych, wspo-
magany rachunkami wykorzystujacymi dynamiczng
teorie pola $redniego oraz teorie funkcjonalu gesto-
$ci [50]. Na szerszg skale beda tez zapewne stoso-
wane techniki kwantowej teorii pola i funkcjonalnej
grupy renormalizacji wspomagane, oczywiscie, rozwi-
jajacymi sie (i sprzetowo i algorytmowo) metodami
numerycznymi.

A co z wykorzystaniem zjawisk magnetycznych? Tu
tez na pewno bedzie postep. Istnieje wielkie zapotrze-
bowanie na silne magnesy trwate (do budowy silnikéw
elektrycznych i pradnic oraz wspomnianych we wste-
pie pojazdow na poduszce magnetycznej). Najsilniejsze
stosowane obecnie magnesy zawierajg metale ziem rzad-
kich ktdre, jak sama ich nazwa wskazuje, nie sg pier-
wiastkami najbardziej rozpowszechnionymi. Czy uda
sie skonstruowa¢ magnesy ich niezawierajace, a porow-
nywalne pod wzgledem natezenia wytwarzanego przez
nie pola magnetycznego? Nie wiadomo, ale probowac
warto.

Warto tez kontynuowa¢ badania nad magnesami mo-
lekularnymi oraz pétprzewodnikami magnetycznymi, mo-
gacymi zrewolucjonizowac¢ elektronike. Mamy w Polsce
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osiggniecia na tym ostatnim polu, zwigzane zwlaszcza
z dzialalno$cig naukowg Tomasza Dietla [51].

Jednego mozna by¢ pewnym: W zakresie badania
magnetyzmu ,,bedzie si¢ dzialo”
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